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ABSTRAK, Artikel ini difokuskan pada modulo dengan
sisa, berupa negatif p untuk bilangan prima ganjil positif,
berdasarkan teorema binomial dan identitas pascal yang
diketahui. Dari identitas persamaan ini, ruas ruas kanan
dihubungkan dengan bilangan harmonik dan bilangan
Bernoulli, untuk bilangan bilangan harmonik yang dipakai
adalah persamaan-persamaan kekongruenannya untuk
modulo p, p? p* dan p*, sedangkan bilangan harmonik H,
dan Hym untuk n >1, m >1 berbeda, begitu pula untuk
bilangan Bernoulli B,, yaitu persamaan-persamaan dalam
bentuk kekongruenan yang dipakai. Dengan menyamakan
persamaan-persamaan ini dan kemudian dihubungkan
dengan teorema Binomial dan identitas pascal, maka hasil
yang peroleh mengandung bilangan harmonik dan
bilangan bernoulli untuk kekongruenan modulo p* dengan
sisa berupa negatif untuk p suatu bilangan prima ganjil
positif.

Kata Kunci: Identitas Pascal, Kekongruenan, Teorema
Kecil Fermat, Bilangan Bernoulli, dan Bilangan Harmonik

1. PENDAHULUAN

Sebelum mengenal perhitungan angka
dan bilangan, cara menghitung beberapa
kepemilikan pada saat itu menggunakan
beberapa lambang (simbol) untuk membanding-
kan banyak sedikitnya suatu kepemilikan, dalam
perhitungannya  mula-mula  menggunakan
kerikil, kemudian simpul pada tali lalu
menggunakan jari tangan atau ranting pohon.
Semakin berkembang dan berjalannya waktu,
semakin berkembang pula cara menghitungnya
seperti sampai pada waktu sekarang, dan sampai
sekarang ilmu tersebut disebut ilmu hitung (ilmu
matematika).

Dimasa sekarang ilmu hitung atau biasa
disebut matematika memiliki beberapa cabang
ilmu,dalam artian saling berhubungan antara
ilmu yang satu dengan yang lain, salah satunya
seperti ilmu matematika dengan ilmu kimia. Ilmu
matematika pula memiliki pokok bahasan yang
banyak, salah satunya adalah pokok bahasan
teori bilangan. Bilangan merupakan salah satu
cabang 1ilmu matematika murni yang
mempelajari sifat-sifat bilangan bulat.

Dalam teori bilangan, bilangan bulat
sangat perlu dipelajari karena dengan bilangan

bulat banyak mengenai tentang konsep bilangan
seperti bilangan prima, bilangan ganjil, bilangan
genap, bilangan cacah dan masih banyak lagi,
terlebih lagi dalam artikel ini difokuskan pada
bilangan prima. Yang sangat menarik dikaji pada
konsep kekongruenan dengan sifat keterbagian
yang berkaitan dengan hasil bagi dan sisa dengan

menggunakan salah satu teorema yang
dinamakan “teorema fermat”

2. TINJAUAN PUSTAKA
Bilangan Bulat
Definisi 1: (definisi ketunggalan suatu
bilangan)

Jika n Dbilangan bulat, maka -n

didefinisikan tunggal sehingga;
n+(—n)=(—n)+n=0

Definisi 1 menyatakan bahwa secara
umum, —n adalah satu-satunya bilangan, yang
bila ditambah dengan n akan menghasilkan 0,
dimana n adalah bilangan asli. Bilangan —n
disebut “invers tambah (aditif) dari n” atau
“lawan dari n. Jika —n adalah invers tambah dari
n maka n adalah invers tambah dari -n.
Seandainya n = 0 (nol) dan lawan dari 0 adalah
—0 dengan 0 + (—0) = 0, tidak termasuk dalam
definisi 1 karena 0 sendiri mempunyai sifat 0 +
0=o0.0"

Definisi 2: (definisi bilangan bulat)

Misalkan 7. menyatakan
himpunan suatu bilangan bulat maka

anggota

Z={y| -0 <y< o}
Beberapa sifat-sifat dalam bilangan bulat:
Sifat tertutup
Sifat komitatif
Sifat asosiatif
Sifat distributif
Unsur identitas
Sifat lainnya,
a.Refleksi
b.Simetris
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c.Transitif
d.Subtitusi

Bilangan Prima
Definisi 3: (definisi bilangan prima)

Bilangan bulat p > 1 disebut bilangan
prima bilamana tidak ada pembagi d terhadap p
vang memenuhi syarat 1 <d < p. Dengan
perkataan lain, bilangan prima adalah bilangan
asli yang lebih besar dari satu, yang faktor
pembaginya adalah satu dan bilangan itu
sendiri. Sebuah bilangan bulat p > 1 yang
bukan bilangan prima disebut bilangan komposit
(tersusun).['!]

Banyak  matematikawan =~ mencoba
mencari rumus untuk menentukan bilangan
prima, akan tetapi rumus yang mereka temukan
tidak membuahkan hasil yang puas. Rumus yang
masih dipakai untuk menentukan bilangan prima
tersebut sebagiannya adalah;

a) Bilangan prima Sophie Germain, yaitu
bilangan prima dengan rumus 2p + 1,
misalnya 23 adalah prima Sophie Germain
karena (2 X 23) + 1 = 47 dan bilangan 47
juga merupakan bilangan prima. Sehingga
bilangan ini diberi nama sesuai dengan nama
matematikawan asal Prancis “Marie Sophie
Germain”.

b) Teorema fermat, “jika p adalah bilangan
prima, maka untuk semua bilangan bulat a,
aP = a(mod p)”. Ini berarti, jika diambil
sembarang bilangan a kemudian di kalikan
dengan dirinya sendiri sebanyak p kali, dan
dikurangi dengan a, hasilnya akan habis
dibagi oleh p.

Faktor Persekutuan Terbesar dan Kelipatan
Persekutuan Terkecil

Definisi 4.a: (Faktor Persekutuan)
Bila d|a dan d|b maka d disebut faktor

persekutuan dari a dan b. Sebagai ilustrasi, 1
merupakan faktor persekutuan dari setiap
pasangan bilangan bulat. Bila adan btidak
keduanya 0 maka faktor persekutuannya tidak
akan melebihi |a|dan juga |b).

Definisi 4.b: (Faktor Persekutuan Terbesar)
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Bilangan paling besar diantara semua
faktor persekutuan tersebut disebut faktor
persekutan terbesar (FPB) atau great common
divisor (gcd). Dalam hal ini d disebut faktor
persekutuan terbesar dari a dan dari b, atau
ditulis d = gcd(a,b), atau FPB(a,b) =d,
tetapi biasa ditulis (a,b) = d.

Definisi 4.b di atas dengan (a,b) =d
dapat dikarakterisasikan oleh;

1. d|adan d|b (ini berarti d faktor persekutuan
daria dan darib).

2. Bila ada ¢ dengan c|a dan c|b maka c < d,
ini berarti d faktor persekutuan terbesar.

Definisi 5: (bilangan prima relatif)

Untuk tiga bilangan bulat a,b dan
c dikatakan saling prima relatif jika(a, b, ¢) = 1.

Algoritma FEuclidean adalah algoritma
untuk mencari FPB dari dua buah bilangan bulat,
Euclid adalah seorang matematikawan asal
Yunani yang pertama kali menuliskan algoritma
ini didalam bukunya yang terkenal yaitu
Element.

Lemma 1: (Lemma Euclid)

Jika a|bc dan (a, b) = 1 maka a|c

Bukti :
Untuk (a, b) = 1 berdasarkan definisi 3,
terdapat bilangan bulat x, y dimana
(axx)+(bxy) =1
Karena a|(b X c), terdapat suatu bilangan bulat
s dimana a X s = b X c. Selanjutnya ¢ = ¢ X
l=cXaXx+cXbXy=cXaXx+cX
s X y yang berarti a|c.”]

Definisi 6 : (Kelipatan Persekutuan Terkecil)

Diberikan a, b € Z yang keduanya tidak
nol, bilangan bulat positif terkecil yang
merupakan kelipatan dari a dan b dinamakan
kelipatan persekutuan terkecil (KPK) dari a dan
b, dan dinotasikan dengan [a, b], atau dapat kita
catat bahwa jika a|c dan b|c maka [a, b]|c.

Keterbagian

Definisi 7 : (definisi keterbagian)

Bila a dan b suatu bilangan bulat positif,
dan a = q X b untuk semua bilangan bulat q
maka dapat dikatakan bahwa b dapat membagi
habis a, atau b adalah faktor dari a, dan dapat
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ditulis a|b, jika a ¥ b maka b bukan faktor dari
a

Teorema 1: (Algoritma pembagian)

Untuk setiap pasangan bilangan bulat a
dan p dimana p > 0, selalu terdapat secara
tunggal pasangan bilangan bulat q dan 1 yang
memenuhi.:

a=pxq)+r;0<r<p

Dalam persamaan ini q dinamakan hasil
bagi (quotient) dan r dinamakan sisa atau residu
(remainder).

Bukti:

Untuk diketahui bahwa | x| adalah fungsi
floor yang menyatakan bilangan bulat terbesar
yang lebih kecil atau sama dengan x dimana x
adalah sembarang bilangan riil yang mempunyai
sifat x — 1 < |x] < x. Sekarang diambil p > 0
dan misalkan diambil sembarang bilangan bulat
a yang didefinisikan,

a=|r=a-pxaq

Secara jelas pada a = p X q + r, tetapi
perlu membuktikan bahwa 0 <r <p. Dan
berdasarkan sifat fungsi floor,

a al a
L
p pl p
Dengan mengalikan semua suku dengan
-p;
PP -
p—a p =
Sekarang tambahkan a kesemua ruas
diperoleh;

p>a—-pq=0
Karena r = a — pq maka,
0<r<p

Teorema 2:

Untuk setiap pasangan bilangan bulat a
dan p dimana p < 0, selalu terdapat dengan
tunggal pasangan bilangan bulat g danr
sehingga,

a=gX(-p)+r,0<r<-p

Bukti :

Berdasarkan  teorema 1, karena
q merupakan bilangan bulat, dengan mengambil
q = —q maka,

a=pPx(—q)+r.0<r<p 21)
=(@X(p)+r0<r<-p

Akan tetapi pada teorema 1 untuk setiap
pasangan bilangan bulat a dan p dimana p # 0,

selalu  terdapat dengan tunggal pasangan
bilangan bulat g dan r sehingga,
a=qXp+r,0<7r<|q| (2.2)

Dengan membagi kedua ruas dengan q
dimana g > 0 diperoleh :

a

a_ r <l _
. p+q,dengan0_q< p

(2.3)
Persamaan (2.3) menandakan bahwa
dengan p adalah hasil bagi dan 2 menyatakan sisa

yang selalu berada pada batas 0 < % <—pl7

Kekongruenan

Kekongruenan adalah sebuah kesamaan
dalam rumus matematika yaitu ketika rumus itu
ruas kiri sama dengan ruas kanan. Kekongruenan
dalam teori bilangan membahas mengenai sisa-
sisa dari suatu bilangan bulat yang tidak habis di
bagi oleh bilangan lain, kekongruenan
disimbolkan dengan "="

Definisi 8: (definisi kekongruenan)

Misalkan p € N dan a, b € Z. Dikatakan
kongruen modulo p, yang dinotasikan dengan
a = b (mod p), jika p membagi habis a — b
atau p|(a — b).

Contoh : 24 = 3 (mod 7),

24 modulo 7 akan bersisa 3, karena
berdasarkan definisi 8,7 dapat membagi
habis(24 — 3) atau 7|(24 — 3).

Bilangan bulat a selalu terdapat hasil
bagi dengan simbol g dan jika tak membagi
habis, maka ada sisa dengan simbol r dan
diperoleh kembali teorema 1, atau dapat ditulis

a = r (mod p) (2.4)

Teorema 3 :(teorema-teorema kekongruenan)

Misalkan p adalah bilangan bulat positif
sembarang dan misalkan a,b,c,dan d adalah
bilangan bulat;
1. a = a(mod p)
2. Jikaa = b (mod p) maka b = a (mod p)
3. Jikaa = b (modp) dan b =

¢ (mod p) maka a = ¢ (mod p)
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4. Jika a = b(mod p) dan

¢ =d (mod p) maka :
atc=b=td(modp)
ac = bd (mod p)
a+c=b+c(modp)
ac = bc (mod p)

fo o R

Notasi Sigma

Jumlahan dari beberapa barisan bilangan baik
positif maupun negatif disebut deret, untuk
penggunaan notasi sigma yang disimbolkan
dengan ").", (baca: sigma). Untuk diketahui
jika;

n

Zi=0+1+2+3+---+n
i=0

(2.5)

Yang menyatakan jumlahan satu
bilangan yang dimulai dari i = 0 sampai i = n,
dengan 0 menyatakan batas awal dan
n menyatakan batas terakhir dari penjumlahan
bilangan itu, dalam penulisan lainnya,

= Z k.pk1
k=1

Permutasi dan Kombinasi

142p+3p*+4p3 + -

merupakan bentuk khusus aplikasi aturan
perkalian. Misalkan jumlah objek adalah n, maka
urutan pertama dipilih dari n objek, urutan kedua
dipili dari n — 1 objekn urutan ketiga dipilih dari
n — 3 objek, begitu seterusnya sampai urutan
terakhir dipilih 1 objek yang tersisa, menurut
kaidah permutasi dari n objek adalah;

nn—1)n-2)..2)~(1) =n! (2.6)

Definisi 10 :(definisi permutasi) :

Permutasi r dari n objek adalah jumlah
kemungkinan urutan r buah objek yang dipilih
darin buah objek, dengan r < n, yang dalam hal
ini, pada setiap kemungkinan urutan tidak ada
objek yang sama. Jadi, jumlah susunan berbeda
dari pemilihan r objek yang diambil dari n objek
disebut permutasi-r, dilambangkan dengan

p(n,r).1%

p(n,7) =1 n

ﬁ (2.7)
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Definisi 11 : (definisi kombinasi)

Kombinasi r elemen dari n elemen
adalah jumlah pemilihan yang tidak terurut r
elemenyang diambil dari n buah elemen.¢!

n!
Rumus ——— disebut rumus kombinasi—r,
r!(n—-r)!
dan dilambanngkan dengan C(n,r) atau
ny . ..
(r)’ jadi;
n
Cnr) = (r)
n!
T rl(n—=1)! (2.8)

Induksi Matematika Kuat
Induksi matematika kuat yang berbunyi :
Misalkan p(n) adalah pernyataan perihal
bilangan bulat dan ingin membuktikan bahwa
p(n) benar untuk semua bilangan bulat n = n,.
Untuk membuktikan ini, hanya perlu menunjukan
bahwa,
1. p(ny) benar, dan
2. Jika p(ng), p(ng + 1), p(ng + 2),...,p(n)
benar, maka p(n + 1) juga benar untuk setiap
bilangan bulat n > n,, sehingga p(n) benar
untuk semua bilangan bulat n > n,.[%

Identitas Pascal
Secara formal identitas pascal dapat
dinyatakan dalam persamaan-persamaan :

LT s
2. ()=0") (2.9.2)
. () (R )+ ()

(k 4) +() = (Z i D (2.9.3)

Teorema Fermat

Teorema Fermat merupakan suatu teori
yang sangat terkenal dalam teori bilangan,
teorema ini  dibuktikan oleh  seorang
matematikawan dari negara Prancis yang
bernama Piere de Fermat.'!)

Teorema 3: (Teorema Kecil Fermat)
Jika psuatu bilangan prima dan
(a,p) = 1 untuk suatu bilangan bulat a maka :
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aP~1 =1 (mod p) (2.10)

Atau dengan kata lainnya “jika p adalah
bilangan prima dan a adalah prima relatif dengan
p maka a?~! — 1 dapat dibagi oleh p”, karena
ada suatu bilangan ¢q, penulisan lain untuk
teorema Fermat ini adalah;

| (2.11)

qp (a) =

Teorema Binomial

Teorema Binomial adalah  rumus
penjabaran (x + y)", dengan n bilangan bulat
tak negative. Rumus ini digunakan untuk
mencari jika pangkat yang tinggi seperti
(x + )2, (x +¥)°°, (x +y)1% dan sebagai
nya, Dengan adanya teorema binomial inilah cara
mudah dan cepat dapat dipakai untuk
menjabarkan suatu bilangan dengan pangkat
tertinggi.

Teorema 4 : (Teorema Binomial)
Misalkan x dan y adalah bilangan-
bilangan riil dan n adalah bilangan bulat tak

negatif, maka;
n

G+ )" = Z () x" v

k=0

(2.12)

Berdasarkan identitas pascal dan teorema
binomial, diperoleh identitas berikut,

_ Z (Z)(_Tl)k(xk ~1) (213)

Bilangan Bernoulli

Definisi 12: (definisi bilangan Bernoulli)

Dengan B, menyatakan bilangan
bernoulli, B,(x) menyatakan suku banyak
bilangan bernoulli dan nilai By, 41 =
Ountukn =1,2,3,4, ..., maka,

= (1 - x)k
k

e
By = 1,2 (1) B =0, (2.14.1)
k=0
Untukn = 2,3,4,5, ...
n
B, (x) = z (1) Bix™* =0, (2.14.2)

k=0
Untukn = 2,3,4,5, ...
(2]

Dengan kekongruenan bahwa untuk
suatu p bilangan prima ganjil dan k suatu
bilangan bulat positif dengan (p — 1) + k, maka
berlaku,

k42843 4+ (p— V

= Y2~ j* = pB,(mod p?)P!

(2.15)
j=1J

Dan untuk beberapa bilangan primap >
3, berlaku pula

p-1
2
1
ﬁ = —ZBp_g(mod p) (2.16.1)
k=1
p—1
1 2
Z = =5 PBy-s(mod p?) (2.16.2)
k=1
p-1
51 7
k_ = §po 3(m0d pZ) (2163)
k=1
p—1
1 1 ) 3
r="3P B,_3(mod p°) (2.16.4)
k=1

Secara umum, diberikan suatu bilangan
prima p > 5 maka,!'”’

<

1 k(2k+1 — 1)
2(k+1)
2k -2

TR By_y(mod p)

(*)Jika k € {2,4,6, ...

(**)Jika k € {3,5, ...

~ ‘

PBp—1-k(mod p?) ()
(2.17)

1_
_k=

1

(%)

=
I

,p— 5}
rp—4}

Bilangan Harmonik

Bilangan Harmonik adalah bilangan yang
didefinisikan untuk penjumlahan serangkain
harmonik, dimana untuk n > 1, m > 1 maka,

H, _1+1+1+1+ +1
1 2 3 4
1 1 1 1 1
Hn,m=1_m+2 +3m+4_m+ +—

Definisi 13 : (Bilangan Harmonik)
Untuk penjumlahan serangkaian bilangan
sesara harmonik, diberikann > 1,m = 1,

n

1
HO = O'HO,O = O,Hn = ZE, dan
k=1
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n
1
"=
k=1
Bilangan Harmonik memenuhi dengan
dentitas seperti,

1
@ M = Hoa 43 (2.18.1)
1

b. Hn = Hn+1 - n + 1 (2.18.2)
C. Hk = an -Nn (2.18.3)

k=1

n—-1

k _m-1

d'k_ ‘. (n - 1) Hye = (n _ 1) Hy—y (2.18.4)

Lemma 1: (lemma kekongruenan bilangan
harmonik)

Diberikan p sebuah bilangan prima ganjil
dan k € {0,1, 2, ...,p — 1} dimana,

5

_ r’ )
=|1-pH+ 7((1'11() — Hy;)

3
- %((Hk)3 — 3(Hy)(Hi2) + 2Hk,3)>
(mod p*)

= <1 — pHy + PZ%((Hk)Z - Hk,z))

(mod p?)
= (1 —pHy) (mod p?) (2.19)
Lemma 2: (lemma kekongruenan

bilangan harmonik)
Untuk beberapa bilangan prima p > 3,
maka

H,_; = 0 (mod p?) (2.20)

Secara umum untuk suatu bilangan prima p > 3
dank € {1,2,3, ..., p — 4} maka diperoleh,

L 1,611( = Hy_1x = 0 (mod p).l'* (2.21)

3. METODOLOGI

Artikel ini, mengkaji berbagai buku atau
beberapa jurnal yang berkaitan, yang ditulis oleh
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para pakar matematika. Langkah-langkah yang

ditempuh dalam mengkaji kekongruenan untuk

hasil bagi fermat modulo ini adalah sebagai
berikut:

1. Menemukan beberapa persamaan pada
kombinatorik, dan bilangan harmonik.

2. Menemukan beberapa kekongruenan untuk
modulo p, p?, p3dan p*

3. Membuktikan kekongruenan hubungan
antara bilangan Bernoulli dan bilangan
harmonik modulo p* untuk p suatu bilangan
prima ganjil positif.

4. PEMBAHASAN

1. Menemukan beberapa persamaan
kombinatorik, dan bilangan harmonik.

nN_Pm-1
(k) Tk (k - 1)
Diberikan p > k dengan p suatu bilangan

prima ganjil, dan k suatu bilangan asli, maka
diperoleh persamaan-persamaan harmonik,

k
1 42.1
a. Hp—(r+1) = Hp-1 — ZT ( )
—p =)
b. (H,

2
(k+1)) = (Hp 1)2 -

L 422)
ZH’”ZP —j (zz? J)

c.H

pada

(4.1)

—(k+1),2 = Hp 1,2
(4.2.3)

—~(p - 1)2

Untuk persamaan-persamaan bilangan
harmonik lainnya diperoleh,

p—1 p—1 p—1
LSS
2 2 3
L Ko Lk (4.3.1)
k ganjil k ﬂl k ganjil
p—1 ) p—1 ) p—1 p—1
H Hiy_y N 2Hy_4 . Z 1
Ko LK s Kt (4.3.2)
k=1 k=1 k=1 k=1
p—1 p—-1 p—1
Hy, O Hi-12 4 1
2 k2 4 (4.3.3)
k=1 k=1 k=1
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p-1 p-1 p-1
Hk—l _ Hk—l _ Hk—l
VS Ko (434)
k=2 k=1 k=1 =
k genap k ganjil
p—1 p—1 p—1
2 2 2
Hi—1 Hij—1 Hij—1
Ko Ko K2 (4.3.5)
k=2 k=1 k=1 O
k genap k ganjil
p-1 p-1 p-1
Z He-10 _ N Hi-12 _ Hy—-1,2
k=2 ke k=1 ke k=1 ke (4‘-3-6)
k genap k ganjil
p—1 p—1 p—1
Hy_4 _ Hy_4 Hy_4
3 3 3
L KLk Lk (4.3.7)
k genap k ganjil
p—-1 p—1
Hy—q (p=k)-1
3 —_ 3
ek e (p—F) (4.3.8)
k genap k ganjil
p-1 p-1
2
Z Hi—4 Hip-1)-1
2 — 2
&k e (p—F) (4.3.9)
k genap k ganjil
— p—1
Z Hk 12 _ Hp—i)-12
2 .
“ (p-k (4.3.10
k genap k ganjil

2. Menemukan beberapa kekongruenan untuk
modulo p,p?, p3 danp*.
Dari identitas persamaan (2.13), dengan
mengambil x = 0 dan n = p maka diperoleh,

DEYREE

SO (52)4

(Z) (-D* <(—1)” + 1> (4.4)
k P

Dari persamaan (4.4) untuk p suatu
bilangan prima ganil positif diperoleh,

Z Z ( 1)k (4.5)
k k
k=1
Dengan mensubtitusikan  persamaan
(4. 1) ke persamaan (4.5) diperoleh,
Z 1_ Z - 1) (-1 (4.6)
k -1/ k?

k=1 k=1

Dari lemma 1 (persamaan (2.18)) pada

baris kedua, dengan mengganti k=k —1
diperoleh,
P—1\ _1y
G-
= _(1 pHj— 1+ ((Hk 1)% — Hy 12)) (4'7)

(mod p*)

Dengan  mensubtitusikan  persamaan
(4.7) ke persamaan (4.6) diperoleh,

1 S 1
7= PZ ﬁ(l — pHy—1 + p? E((Hk—l)z - Hk—1,z))
k=1 k=1

(mod p?)

p—-1 p—-1 p—1
z 1 1 ) z Hy_4
k- \PLiee P LTk | (48
k=1 k=1 k=1
(mod p?)

Dengan  mensubtitusikan  persamaan
(2.15.2) dan (2.15.4) ke  persamaan
(4.8)diperoleh,

1 Hy_4
—3PBps = 3p *Bp_3—p Z
(mod p?)

Dengan sedikit proses aljabar diperoleh,

Hy—q
k2

(4.9)

MT

= B,_3 (mod p)
k=1
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Dari lemma 1 (persamaan (2.18)) pada  P_! 2 H
baris pertama untuk k = k — 1 diperoleh, II;l = 1;(—21,2 (mod p) (4.12)
(i B 1) (—1Dk k=1 k=1

Dari persamaan (4.2.1) dan berdasarkan

=_(1- gz -
N (1 P + 5 (Hia = Hies2) lemma 2 (persamaan (2.19)) dapat ditulis,

(4.10)
K
%(ng = 3Hy—1Hg-12 + 2Hk—1,3)> Hp_(es1) = Hy_q — 1_ :
= p—J
(mod p*) ko
= Z — (mod p)
Dengan  mensubtitusikan  persamaan = J
(4.10) ke persamaan (4.6) diperoleh, = H, (mod p) (4.13)
p—-1 p-1
1_ 1 Dari persamaan (4.13), maka persamaan
—= 1-pH +— HZ_, — Hy_
&k p;“( Py + 77 (i = Horz2) (4.3.8) dapat ditulis,
- K(Hk—l —3Hy_1Hyg12 + 2Hk—1,3) Z Hk—l _ H(p—k)—l
k2 (0 — k)2
4 k= k=
(mOd p ) k genzap k gm}jil (4.14)
p-1 p-1 p-1 oy
1 1 Hy_4 _ Hy
E:p4Q+pZﬁ_p2 = = Z 2 (mod p)
e k=1 k=1 k=1
p—-1 2 k ganjil
+p3 Z (HE ~ i{k"l'z) Untuk ruas paling kiri berdasarkan
=1 2k persamaan (4.3.4), dan ruas paling kanan
p-1 _ berdasarkan persamaan (4.3.1), sehingga
—p* Z (Hii_y — 3H 1H"2 12+ 2Hy-15) persamaan (4. 14) dapat ditulis,
k=1 6k p-1
Hk 1_
p—1 p—1 p—1
1 1 N\ He =
;EPZF_IJ Z 2 ’;_91‘1”1” (4.15)
k=1 k=1 k=1 1
p-1 p—1 (411) Z — (mod p)
lec 1 Hk 1,2 k3
3 -1 3 -L k=1
P 22 P 2k? k ganjil
(m];;llpﬂ - Persamaan (4.15) ruas kanan suku
Dengan mensubtitusikan  persamaan  Kedua,
(2.15.2),(2.15.4), dan (4.9) ke persamaan p-1 1 p-1 1
(4.11 1) dlperolezh, Z = = _ = (mod p)
12 — 2 2 2 k= k=
3 p BP—3 —3 p BP—3 p Bp_3 + kgar}jil kgenzap
p-1 HZ p—-1 q P;l
3 k-1 3 k-1,2 1
p 2k?2 p 2k?2 = —g k3 (mod p) (416)
k=1 k=1
4
(mod p*) Dengan  mnsubtitusikan  persamaan

(2.15.1), ke persamaan (4.16) diperoleh,
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p—
11
3 = 7 Bp-3(mod p) (4.17)
k=1
k ganjil

Pada persamaan (4.15) untuk ruas kiri
genap

subtitusikan persamaan (4.9), dan ruas kanan

Pada persamaan (2.16) untuk k yang
dan pada persamaan tersebut, dengan x

diganti dengan k maka diperoleh,

suku kedua subtitusikan persamaan (4.17) maka
diperoleh, p-1
p—1 1 402*"1-1)
3 Hy_, — =~ PBy-1-4(mod p?)
=By = Z 3 (modp)  (+18) Lk~ 204+ D)
k=1 b1
k ganjil 2 1 494
Berdasarkan teorema 3 nomor 2, KE 0 (mod p) (4.24)
persamaan (4.18) dapat ditulis, k=1
p-1 Dengan mensubtitusikan  persamaan
Z Hy_q = EB (mod p) (4.19) (4.24) ke persamaan (4.23) diperoleh,
k=1 k2 8P p1
k ganjil Z % =0 (mod p) (4.25)
k=1
k ganjil

Dari persamaan (4.2.2) dan berdasarkan
lemma 2 (persamaan (2.18)) maka diperoleh,
2

Untuk ruas kanan suku kedua, persamaan

(4.3.7) dapat diubah menjadi,

k
) _ 1
Hgp—1y-1 = Z—- (mod p) p—1 p—1
=t iy _ At (4.26)
= H} (mod p) (4.20) Z P Z @ modp)
Berdasarkan persamaan (4.20), k ganjil k g;zap
persamaan (4.3.9) dapat ditulis, Subtitusikan persamaan (4.3.8),
p—1 2 p—1 2 kepersamaan (4.26) diperoleh,
z k2—1 = z —é{ (mod p) (4-21) p-1 p-1
= k = k Z Hy_1 _ Hp—(k+1)
= = —=- 5 (mod p)
k genap k ganjil = k = -k
. X . k ganjil k ganjil
Persamaan (4.21) ruas kiri subtitusikan . i
ersamaan (4.3.5), dan ruas kanan subtitusikan =- k-1 =
p ( ) kZ{ R kZl x (4.27)
k ganjil k ganjil
(mod p)

persamaan (4.3.2) (k ganjil), maka dapat di tulis

menjadi,
p—1 p—-1 p—1
Hﬁ—1 H/%—1 Hy_4
2 =2 ; t2 3
k k k
k=1 k=1 k=1
kg;n_ji{ k ganjil (422)
1
+ o (mod p)
k=1
k ganjil
p-1 r-1
1 1
— = - — (mod p)
4 4
k=1 k k=2 k
k ganjil k genap
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Menurut relasi kekongruenan, persamaan

(4.27) dapat ditulis,

(4.28)

k ganjil
p—1

Z % (mod p)

k=1
k ganjil

Subtitusikan  persamaan
persamaan (4.28) diperoleh,

(4.25)
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Hkl

2 Z =0 (modp) (4.29)
kgan]ll
Dengan  mensubtitusikan  persamaan

(4.25) dan (4.29) ke persamaan (4.22)
diperoleh,

p—1 p—1
1 HZ_,
= Z k2 (mod p) (4_30)
k=1 k=1
k ganjil
Dari  persamaan (4.2.3) dengan
mensubtitusikan persamaan (2.28)
(k = 2) diperoleh,
p1 (4.31)
Hy_(k+1)2 =0— = Hy,; (mod p)
k=1 (

Menurut persamaan (4.31), persamaan
(4.3.10) dapat ditulis menjadi,

p-1 p-1
Hy_1, Z Hy, (4.32)
= - mo
P P (mod p)
k=2 k=1
k genap k ganjil

Dari persamaan (4.32), ruas kiri subtitusikan
persamaan (4.3.6) dan ruas kanan subtitusikan
persamaan (4.3.3), maka dapat ditulis menjadi,

p—1 p—1
H H
Z k212_2 Z k12+
=k
kganﬂl (4.33)
p-1 1
— (modp)
=k
k ganjil
Persamaan (4.33) ruas kanan suku
kedua, subtitusikan persamaan (4.25), dan

p—1

menurut teorema 3 nomor 3 maka diperoleh
k=1

p—1
Hy—1p _ Z Hy—1, (mod p)
K & 2)c2 (4.34)
k ganjil

3. Membuktikan  kekongruenan  hubungan
antara bilangan Bernoulli dan bilangan
harmonik modulo p* untuk p suatu bilangan
prima ganjil positif.

Menurut persamaan (2.15),
mengganti x = —1 dan n = p diperoleh,

dengan
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(-D*-1

2, () e —=—

e*r|‘\§¢

;_\

= "ME
=

;_\

( )(_1);(%

:r|‘\;

M

k
k=1 k=1
1—(=1)P — 2P 4.35)
+( )
p
Untuk p suatu bilangan prima ganjil
positif (—1)? = —1, dan ruas kanan suku kedua

subtitusikan persamaan (4.1) sehingga dapat
ditulis menj adi,

_1\k
Z Z ( 1)k( )
2 —2P
p-1 pp—l
k=1%+ (21’ p_ 1) _ k=lp(,€ ~ 1)
(-1)* -1 4.36)
(_1)k k2

Berdasarkan lemma 1 (persamaan (2.18))
baris pertama, dengan mengganti k =k —1
diperoleh,

-( e
= 1—PHk—1+P2<

3 ((Hi—1)® = 3Hx_1Hi_12)

(Hk—1)2 —Hy_q,
2

4.37)
Berdasarkan teorema Fermat pada
persamaan (2.11), (qp(a) = )dengan a=
2,dan  mensubtitusikan persamaan (4.37)

kepersamaan (4.36) serta untuk suatu bilangan
asli positif k ganjil, (—1)* = —1 sehinggan dapa
ditulis menjadi,

p—1

Z%Hq @

p—1
(1 H L 2(( k 1) k 1,2))

g M

Jurnal Matematika dan Statistika serta Aplikasinya Vol. 8 No. 2 Ed. Jul - Des. 2020



126 o Try Azisah Nurman

LS (s (e = 3 1)\ (<1 =D
=1 PP 6 ke
k ganjil
(mod p*)
p—-1 p—1
2k 1
?+ 2q,(2) = 2p Z z
k=1 k=1
k ganjil
p—-1 p—-1
o2 k-1, 3 (Hy-1)*
- p k2 p k2
k=1 =1
k ganjil k ganjil
= H 4.38)
k 1,2 :
- p? Z (mod p*)
k=1
k ganjil

Pada persamaan (4.38) ruas kanan suku
pertama,

(17 1) (-1
p-1 1 2

1
kZZ

1 2
ﬁ(mad p?)

-M"c

1
k
k= k=1

s M

4.39)

Dengan  mensubtitusikan  persamaan
(2.15.1) dan (2.15.3) ke persamaan (4.39)
diperoleh,

1 17
R

1
= 13 PBp-3 (mod p*)  (4:40)

( ZBp 3) (modp )

Dengan mensubtitusikan ~ persamaan
(4.19), (4.30), (4.34) dan (4.40) ke persamaan
(4.38) diperoleh,

-1 -1
< 2" _ 7, LSO HE
7T 2q,(2) = —13P By 3+p Z T
=
—p* )~ (modp" (4.41)
k=1

Untuk perlu diketahui, langkah demi
langkah dalam perhitungannyayaitu menurut
teorema Binomial dan identitas pascal yang
terdapat pada persamaan (2.15) dan setelah itu
dengan menghubungkan persamaan-persamaan
pada bilangan Harmonik, dimana bilangan
harmonik ini terdapat juga bilangan Bernoulli.

Dengan menggunakan identitas
persamaan (2.15) dengan x =1 dan n =p,
untuk suatu p bilangan prima ganjil terdapat
teorema Fermat bila diuraikan secara aljabar.Jika
disubtitusikan menurut lemma 1 (persamaan
(2.24)) baris pertama dengan modulo p*, hasil
persamaan ini mengandung bilangan Harmonik
dan bilangan Bernoulli untuk p suatu bilangan
prima ganjil positif, maka hasil akhir
kekongruenan dari sisa pembagiannya terdapat
sisa berupa negatif.

5. KESIMPULAN

Untuk menemukan cara kekongruenan hasil bagi
Fermat, terlebih dahulu mencari persamaan pada
kombinatorik, identitas pascal, persamaan-
persamaan pada bilangan harmonik dan
persamaan pada bilangan bernoulli. Sedangkan
untuk mencari beberapa kekongruenan pada
bilangan harmonik dan bilangan bernoulli untuk
modulo p,p?,p?, dan p* yaitu dengan selalu
melibatkan persamaan kekongruenan bilangan
harmonik pada lemma 1 dan lemma 2. Dengan
menghubungkan beberapa persamaan-
persamaan ini, dan dengan menghubungkan
beberapa identitas-identitas dan persamaan-
persamaan ini, maka diperoleh persamaan
(4.41). Artikel ini, uraiannya masih secara
manual atau perhitungan biasa. Disarankan untuk
penelitian selanjutnya agar mencoba menemukan
modulo p", dimana n > 4 dengan menggunakan
progam komputer.
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