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ABSTRAK, pada paper ini menjelaskan transformasi
Fourier baik yang bernilai real maupun yang bernilai
guaternion. Perbedaan mendasarnya terletak pada kernel
transformasi, dimana pada transformasi Fourier quaternion
dibedakan menjadi tiga jenis, yaitu sisi Kkiri, sisi kanan dan
dua sisi. Adapun sifat-sifat yang dibuktikan seperti
pergeseran, modulasi, pengskalaan dan lain-lain (TFQ sisi
kanan).

Kata Kunci: Transformasi Fourier, Transformasi Fourier
Quaternion

1. PENDAHULUAN

Salah satu perluasan dari bilangan quaternion
adalah transformasi Fourier quaternion (TFQ).
Transformasi  Fourier quaternion  memiliki
peranan penting dalam berbagai bidang ilmu.
Diantaranya, pada bidang komputer grafik,
komputer vision, kompressi data, pemrosesan
gambar, fisika dan analisis pewarnaan gambar
[1].[2],[6].[7]. Berdasarkan letak kernelnya, TFQ
dibedakan menjadi tiga tipe, yaitu tipe | TFQ
(dua sisi), tipe 1l TFQ (sisi kiri) dan tipe 111 TFQ
(sisi kanan). Adanya tiga tipe TFQ disebabkan
karena sifat yang nonkomutatif terhadap operasi
perkalian yang merupakan sifat dasar dari
bilangan quaternion.

Beberapa penelitian telah dilakukan terhadap
TFQ diantaranya, Implementasi TFQ dari
konvolusi dan Korelasi pada kompleks 2-D FFT
[7], prinsip ketidakpastian untuk TFQ sisi kanan
[3], prinsip ketidakpastian Heisenberg untuk
TFQ dua sisi [8], transformasi kanonikal linear
quaternion satu sisi [6], transformasi Fourier
quaternion pada lapangan quaternion dan
perluasannya [4], dan Teorema korelasi untuk
TFQ tipe dua [2].

Pada penelitian ini, akan diperkenalkan
transformasi Fourier quaternion dua sisi dengan
beberapa teorema yang berkaitan dengan sifat-
sifatnya.

2. TINJAUANPUSTAKA

Bilangan Quaternion

Himpunan bilangan quaternion dituliskan
dengan simbol H sebagai penghargaan bagi Sir
William Roman Hamilton, dimana elemen-
elemen dari bilangan quaternion merupakan
kombinasi linear dari bilangan skalar riil dan tiga
bagian imajiner  i,j dan k yang dituliskan
sebagai

H ={q = qo +iqy +Jjq, + kqs|

do, 91,92, q3 € R}.

Jika g, dan g5 bernilainol maka persamaan
(2.4) merupakan suatu bilangan kompleks.
Sedangkan jika g, = q; = g, = g3 = 0, maka
persamaan (2.4) merupakan elemen identitas
penjumlahan quaternion. Jikaqgy = 1,q; = q, =
q; = 0 maka persamaan (2.4) disebut elemen
identitas perkalian quaternion (J.P. Morais, dkk.
2012). Selanjutnya, persamaan (2.4) dapat
dituliskan menjadi

q=3Sc(q) +q

Dalam hal ini Sc(q) = q, adalah bagian skalar
dariq,danq = iq, + jq, + kqs sebagai bagian
vektor (vector part) dari g. Perkalian elemen-
elemen dari suatu bilangan quaternion
berdasarkan aturan Hamilton dapat dituliskan
sebagai

i’ =j%2=k?>=ijk=-1

jk =—kj=iij=—ji=kjk=—-kj=1i.

Dapat diperhatikan bahwa operasi penjumlahan
dan pengurangan quaternion dilakukan seperti
pada operasi penjumlahan dan pengurangan suku
banyak. Jika p,q € H dengan p = p, + ip; +
jp2 +kps dan g =qo+iq+jq. + kg3
dimana po, p1, D2, P3» 90, 91, 92, 93 € R maka
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p+q
= (po + qo) +i(p1 + q1) +j(p2 + q2) + k(ps3
+ q3).

Dengan cara yang sama, operasi pengurangan
pada bilangan gquaternion

p—q={Po—qo) +il(p1—q1) +j(p: —
q2) + k(ps — q3).

Selanjutnya, operasi perkalian p dan g dilakukan
berdasarkan perkalian polinom yaitu

pbq

=DPo% —P-9tDPoq+tqop+PXq,

dimana p.q = (p:191 + p2q2 + p3q3) adalah
hasil kali titik (dot product) dan p x q =
i(p2q3 — P3q2) + J(P143 — P3q1) + k(P12 —
P24q1)-

Hasil perkalian pq dengan gp tidak selalu sama,
ini karena perkalian silang dari p dan q tidak
komutatif. Sehingga dapat dikatakan bahwa
pq = qp jika dan hanya jika py = qo danp = q.

Definisi 2.2. Untuk sebarang p € H denganp =

Po +ips + jp2 + kps dimanapg, p1, p2, p3 € R,
konjugasi dari p adalah

D =Dpo tips +jp2 + kps
= po — ip1 — jp2 — kps.

Dan modulo p dituliskan dengan
didefinisikan sebagai

Ipl dan

|p|=\/p§+pf+p§+p§

Ruang L(R) dan L?(R)

Sebelum mendefinisikan transformasi Fourier
dan membuktikan beberapa sifat-sifatnya,
terlebih dahulu akan dibahas tentang fungsi yang
terdefinisi pada R. Misalkan f terintegralkan
pada R, maka ruang L' = L'(R) sebagai semua
ruang fungsi f yang terintegralkan mutlak pada
R, yaitu
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L= {f| S F ()1 < oo}

Ruang L' dilengkapi dengan norm ||-||; yang
dirumuskan [4],

£l = f £ GOldx.

Selanjutnya, didefinisikan juga untuk ruang
L?(R) sebagai ruang fungsi f yang kuadratnya
terintegralkan [4],,

12 = {f| [~ If (OI? < )},

Ruang L? dilengkapi dengan norm ||-||, yang
dirumuskan [4],

o0 1/2
Ifl, = [ | If(x)lzdxl |
Perlu diperhatikan bahwa tidak semua
f €Lljuga f € L2
3. PROSEDUR PENELITIAN

Penulisan paper ini digunakan dengan langkah-
langkah sebagai berikut:

a. Mendefinisikan transformasi Fourier

b. Menguraikan sifat-sifat transformasi
Fourier

c. Mendefinisikan transformasi  Fourier
quaternion

d. Menguraikan sifat-sifat transformasi

Fourier quaternion

4. PEMBAHASAN

Pada bagian ini akan dibahas tentang
transformasi Fourier dan transformasi Fourier
quaternion.

Transformasi Fourier
Definisi.
Misalkan f € LY, yakni ||f]l; = ffooolfldx < 00,

Transformasi Fourier dari f, dituliskan dengan F
dan didefinisikan oleh [4],

F{fHw) = [ f()e " dx,w € R.
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Sedangkan invers  transformasi  Fourier
didefinisikan dengan

Fl W) = f(x) =

if_oooo}"{f}(a))ei‘”x dw, x ER
Teorema

Misalkan f € L', dana € R, dengan f = f(—x)

maka transformasi Fourier dari f adalah
F{f}(-w).
FIfI@) = [ flone s,

R

= ff(—x)e_i(_w)(_x)dx,
R

= F{f}(-w)

Dimana f(—x) disebut sebagai time reversal
dan F{f}(—w) frequency reversal.

Teorema

Misalkan f € L', dana € R, dengan f = f(x —
a) maka transformasi Fourier dari f adalah
F(w)e e,

Bukti:

Dengan menggunakan definisi
Fourier (3.1),

F{f}w) = ij<x — @e-ioxgy,

Misalkan x —a = t, sehingga x =t + a dan
dx = dt,

F{f}w) = fRf(t)e—iw(a+t)dx

:ff(t)e—iwtdxe—iwa
R
= F{f}(w)e

Dengan demikian teorema terbukti. Teorema ini
disebut sebagai teorema pergeseran atau translasi
dimana x digeser sejauh a. Jika a > 0, maka
grafik digeser f(x) kekanan sejauh a satuan dan
jika a < 0, maka grafik f(x) digeser ke Kiri
sejauh a satuan. Sedangkan untuk hasil
transformasi Fourier terdapat tambahan kernel
e~ “% hal ini disebabkan oleh manipulasi aljabar.
Teorema

Misalkan f € L', dan a € R, dengan f =
e'®f(x) maka transformasi Fourier dari f
adalah F{f}(w — a).

Bukti:

Dengan menggunakan definisi transformasi

F{f) ) = [ye™f (e dx

transformasi

— fRf(x)eiax—iwxdx

= f fx)e* @@ gy
R

=F{f}w-a)
Baris keempat pembuktian adalah bukti yang
diharapkan dari teorema ini. Sedangkan
F{f}(w — a) disebut Frequency shift.

Teorema.

Misalkan f € L', dan a € R, dengan f =
5-1f (%) maka transformasi Fourier dari f
adalah F{f}(w)..

Bukti.

Dengan menggunakan definisi
Fourier (3.1),

FiF@) = | 67 (5) endr

= f(S_lf(u) e~ lwdug dy
R

transformasi

= j 571 (u) e~ H@dug gy

R

= | f(u) e~ i@du gy
R

= F{f}(6w)

Baris kedua diperoleh dengan memisalkan, u =
% < x = 6u,dengan mendiferensialkan kedua

ruas diperoleh dx = du. Baris terakhir
pembuktian disebut Frequency scale.
Transformasi Fourier Quaternion
Transformasi  Fourier  quaternion  (TFQ)

merupakan perluasan dari transformasi Fourier.
Sehingga sifat-sifat yang akan dibuktikan pada
TFQ juga merupakan sifat-sifat yang dibuktikan
pada transformasi Fourier.

Sifat nonkumutatif quaternion sehingga TFQ
dibedakan menjadi tiga jenis, yaitu TFQ sisi Kiri,
TFQ sisi kanan dan TFQ dua sisi. Namun pada
paper ini hanya akan diperkenalkan TFQ sisi
kanan selanjutnya adan dibandingkan hasil
transformasinya dengan transformasi Fourier
klasik. Beikut ini diberikan TFQ sisi kanan.
Berdasarkan sifat nonkomutatif terhadap operasi
perkalian maka TFQ dibedakan menjadi tiga tipe
yaitu TFQ tipe | (dua sisi)
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Flf)@) = [ eorsip@eorax
R2
TFQ tipe 11 (sisi kanan)

Fi{fHw) =f f(x)e i wiX1g=j@2Xa(x
TFQ tipe 111 (s]iR;i Kiri)

Fi'{f}w) = J TemeTjenf(x)dx.

e
]RZ

Sedangkan untuk invers transformasi Fourier

quaternion (ITFQ) didefinisikan sebagai berikut.

Tipe | ITFQ (dua sisi)

F TN @)] ()

1 ] .
= —(27_[)2 JRZ elw1x1 (:Fq{f}(w)) e]w2x2 d(l)
Tipe I1 ITFQ (sisi kanan)

F R M )] (%)

(2117)2 fRZ (T({I{f}(w)) el®1X10jW2%2 d gy,

Tipe I ITFQ (sisi Kiri)
Fo ' [ FMH@)] ()

- @ fRz etormiglo: ( FII(f)(w)) da

Penggunaan unit quaternion pada kernel, tidak
menimbulkan perbedaan antara satu dengan yang
lain dan ini dikenal sebagai bentuk trivial.

Sebelum membahas beberapa teorema yang
berkaitan dengan TFQ, perhatikan penggunaan
kernel berikut,

(fo(®) + ifi(x))ei* = e™*(fy(x) + if, (x)).
Hal ini disebabkan karena

elx(fo(x) +ifi(x))

= (cos wx + isin wx)(fH(x) + ifi(x))

= cos wx fy(x) + cos wx if;(x)

+ isinwx fy(x) + isinwxif;(x)

= (fo(x) + ifi(x))(cos wx + i sin wx)

= e'*(fy(x) + ify(x))

Berbeda jika, perkalian dilakukan pada unsure j
dan k,

(jfz(x) + kf3(x))eiwx = e_ixw(jfz x) + kf3(x))
Ini diperoleh dengan melalui proses berikut
(jfz(x) + kf3(x))eiwx

= (jf2 (%) + kf;(x))(cos wx + i sin wx)

= (jfo(x) cos wx + jf, (x)isin wx

+ kf;(x) cos wx) + kf;(x)i sin wx
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= (jfo(x) cos wx + jif,(x) sin wx

+ kf;(x) cos wx) + kif;(x) sin wx

= (jfo(x) cos wx + (—1)jf>(x) sinwx

+ kf;(x) cos wx) + (—i)kf;(x) sin wx

= (cos wx + (—i) sin wx)(jfo(x))

+(cos wx + (—i) sin wx) (kf;(x))

= (cos wx + (—i) sin wx) (jf2(x) + kf;(x))

= e 7 (jf5(x) + kf3(x)).

Demikian juga, jika perkalian dengan menggunakan
kernel laiinya. Selanjutnya, akan dibahas teorema
pertama TFQ.

Teorema: Frequency reversal
Misalkan f € L?(R: H), dengan f = f(—x)
Maka TFQ dari f adalah 7, {f}(—w)

Bukti:

Dengan menggunakan definisi TFQ,

F i} () =f eTi01¥ f(—x)e T W2¥2(x.
R2
Dengan manipulasi aljabar,

FolfHw)

_ f e~ i-®1) (=01 £(_x) e I -w2)(~%2) g,
RZ

= Foif}(~w)

Dengan demikian teorema terbukti.

Teorema Linearity
Misalkan f,g € L?(R: H),
dinyatakan dengan

Flaf + Bg}(w) = a F{f} + B F{g}

Bukti:
Dengan menggunakan definisi TFQ

Folaf + Bg}(w)
- j e~io1%1(qf (x) + Bg(x))eT@2¥2dx.
R2

linearitas TFQ

=] et f(x)e T@2%2dx, +
]R{Z
fe‘i“’lxlﬁg(x)e‘j‘“zxzdx.
]RZ
= a.f e~ l01¥1f(x)e T@¥2%2dx, +
R2

B | e @i¥ig(x)eT@2¥2dx.
]RZ

:aTq{f}-l'ﬁTq{g}
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Teorema: Spatial Shift
Misalkan f € L?(R:H), dengan f = f(x —
Xg), maka TFQ dari f adalah

Ff @) = e (fY(w)eToue:

Bukti:
F,{fHw) = f i £ (x — xg)e T2 dx.

e
]R{Z
Misalkan x — x¢9 = v,x = xg + vdandx = dv

F{fHw)

— J. e_iwl(x01+v1)f('l])e_ij(x02+v2)d'l7.
R2

= g~ lwiXo: f e—iw1”1f(v)e—iw2”2dv %
R2
e Jw2Xo2

— e—iw1xo1j:'q{f}(w)e_jw2x02

Teorema: Spatial Scale
Misalkan f € L?(R: H), dengan f = f(ax),a €

H maka TFQ dari f adalah

Bukti:

Folf Hw) = J el f(gx)e J@2¥2 .
R2

. 1
Misalkan ax = u, x = E,dx = ;du,

1 _lwug _jwauy
FifHw) = p JRZ e @ f(u)e @ dx.
= = F{f}w/a).

Dengan demikian teorema terbukti.

5. KESIMPULAN

Berdasarkan hasil yang diperoleh, maka diambil
kesimpulan sebagai:

Sifat-sifat yang dalam Transformasi Fourier juga
berlaku pada trasnformasi fourier quaternion.
Adapun sifat-sifat yang dimaksudkan adalah,
frequency reversal, linearitas, pergeseran dan
pengskalaan.
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