EKSISTENSI TITIK TETAP DARI SUATU TRANSFORMASI LINIER PADA RUANG

BANACH
Nur Aeni

Program Studi Matematika-Universitas Islam Negeri Alauddin Makassar, nuraeniayatullah@gmail.com

ABSTRAK, Titik tetap adalah titik yang dipetakan
terhadap dirinya sendiri terhadap suatu fungsi atau
transformasi. Jelas bahwa setiap transformasi identitas
memiliki  titik tetap, namun demikian beberapa
transformasi non identitas juga memiliki titik tetap. Tujuan
penelitian ini adalah Menentukan syarat adanya titik tetap
X dari suatu pemetaan linier. Berdasarkan tujuan penelitian
maka diperoleh misalkan (X, ||.||) ruang Banach lengkap
dan T : X — X suatu pemetaan. Bila T™ suatu pemetaan
kontraksi pada X untuk suatu m, maka T mempunyai titik
tetap. Misalkan (X, ||. ||) ruang Banach lengkap dan T : X
— X suatu pemetaan sehingga V x € X berlaku:||Tx —
Tyll, < y{llx = Txll, + [y = Tyll,} dengan 0<y<
% Maka T mempunyai titik tetap.

Kata Kunci: Titik Tetap, Ruang Vektor,
Transformasi, dan Ruang Banach

1. PENDAHULUAN

Titik tetap adalah titik yang dipetakan
terhadap dirinya sendiri terhadap suatu fungsi
atau  transformasi. Jelas bahwa setiap
transformasi identitas memiliki titik tetap, namun
demikian beberapa transformasi non identitas
juga memiliki titik tetap. Tujuan penelitian ini
adalah Menentukan syarat adanya titik tetap x
dari suatu pemetaan linier. Dalam penelitian ini
akan dikaji eksistensi (ada-tidaknya) titik tetap
dari suatu transformasi linier pada Ruang
Banach. Misalkan (X, ||.|]) ruang Banach
lengkap dan T : X — X suatu pemetaan. Bila T™
suatu pemetaan kontraksi pada X untuk suatu m,
maka T mempunyai titik tetap. Berdasarkan hal
tersebut, penulis tertarik mengkaji “ Eksistensi
Titik Tetap dari Suatu Transformasi Linier pada
Ruang Banach”..

2. TINJAUAN PUSTAKA

RUANG BANACH

Ruang Banach merupakan ruang vektor
bernorma.
Ruang Vektor

Suatu himpunan menjadi ruang vektor jika
himpunan tersebut dilengkapi dengan dua
operasi yaitu operasi tambah dan operasi

kurang perkalian “skalar” dan memenuhi
beberapa aksioma tertentu. Himpunan ini juga
harus tertutup terhadap kedua operasi ini
artinya jika V suatu himpunan sebarang dan ®
suatu himpunan skalar maka kedua operasi
tersebut harus memenuhi definisi berikut:

Definisi 2.1 (Berberian, 1961 : 3)

Ruang vektor V atas ® adalah himpunan
obyek-obyek X, v, z, ... disebut vektor. Vektor
nol dinotasikan dengan 6, untuk setiap vektor
X, negatif dari x dinotasikan dengan -x.
Aksioma-aksioma berikut diasumsikan
berlaku:

(A) Untuk setiap pasangan vektor x, y di V
terdapa vektor yang disebut “jumlah x dan
y”, dinotasikan x + y di V, dan berlaku:
(Al) x +y =y + x untuk setiap X, y € V
(A2) x + (y + z) = (x +y) + z untuk setiap
X, ¥,2eV

(A3) Terdapat dengan tunggal 8 ¢ V
sedemikian sehingga x + 8 = x untuk
setiap X € V

(A4) Untuk setiap x € V, terdapat dengan
tunggal —x € V yang disebut negatif
x sedemikian sehingga x + (-x) = 6

(M) Untuk setiap skalar A dan setiap vektor x di

V, terdapat vektor disebut “hasil kali x

dengan A”, dinotasikan dengan Ax di V,

dan berlaku:

(M1) A (x +y) = AX + Ay, untuk setiap X, y

€ V dan 4 adalah skalar

(M2) (A + u) X = AX + uX, untuk setiap X €

V dan A, u adalah skalar

(M3) (Ap) x = A( pux ), untuk setiap x € V

dan A, u adalah skalar

(M4) 1. x =x untuk setiap x e V

Sebagai catatan x + (-y) biasa ditulis dengan x

Teorema 2. 2 (Berberian, 1961: 6)
Untuk sebarang ruang vektor:
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(i) Persamaan vektor x +y =z mempunyai satu
dan hanya satu penyelesaian x

(i) Jikaz+z=zmakaz=46

(iii) A6 = 6 untuk setiap skalar A

(iv) Ox = @ untuk setiap vektor x

(v) Jikadx = 6 makad =0ataux=46

Bukti:

(i) Jika y, z adalah vektor maka x = z + (-y)
adalah penyelesaian dari  x +y =z, sebab
X+y=[z+(-y))+y=z+[(-y)+yl=z+86.
Selanjutnya jika x1 dan x> penyelesaian dari
X +y =2z maka X1+y=z=X2+Yy.
Diperoleh  (x1+y) + (-y) = (x2 +y) + (-y),
it [y+(Y]I=xe+[y+ (Y] x1+0=x
+ 6, X1 + X2. Jadi persamaan X +y =2z
mempunyai tepat satu penyelesaian.

(it) 6 adalah penyelesaian dari z + z = z sebab 6

+ z = z. Berdasarkan Q)
z = 0 adalah satu-satunya penyelesaian dari
z+z=12

(iii) A6 = A1(6 + 0) = 16 + 16.
berdasarkan (ii), 16 = 6.

(iv) Ox = (0 + 0)x = Ox + Ox . berdasarkan (ii), 0x
=6.

(v) Diberikan Ax = 6.

Jika A = 0 maka bukti selesai.

Jika 1 # 0 maka terdapat % sehingga /1.% =

Akibat 2.3 (Berberian, 1961: 7)

Untuk sebarang ruang vektor V berlaku:
(i) (A)x=2A(=x) =-(x)
(i) A(x—-y)=Ax—- Ay

(i) (A — w)x = AX — ux

Bukti:
(i) 6=0x=A+ ())x=Ax+ (=)
Jadi (-4)x = -(Ax).
Dengan cara serupa,
0 =260 = A(x + (—x)),
6 = Ax + A(—x).

Jadi A(—x) = —(1x)

(if) Untuk setiap A € ®,, X,y € V.
Akan ditunjukkan
AX-y) =Ax -2y
AX—Yy) = A(X + (-y)) menurut (M2)

= AX +1 (-y)

Menurut (i), A(-y) =— Ay

Jadi A(X —y) = AX + (= Ay)

= AX - Ay

(iii) Untuk setiap A, u € ®, X € V. Akan
ditunjukkan bahwa
(A — w)Xx=AX — ux.

(A= wx=(A+(-p)x

= AX + (— u)x menurut (M2)
Menurut (i) (— w)x = — (ux), jadi
(A= wx=Ax+ (—(ux))
= AX — uXx

Ruang Vektor Bernorma
Pada ruang vektor dapat didefinisikan

kuantitas suatu vektor dan jarak antara dua
vektor, kuantitas dan jarak inilah yang disebut
norma dari suatu ruang vektor atau norma
selisih dua vektor. Pengertian norma dan suatu
ruang vektor akan didefinisikan sebagai
berikut:

Definisi 2.4 (Nababan, 1992 : 13)

Misalkan V suatu ruang vektor atas R .
Suatu pemetaan ||. ||: V — R disebut norma dari
V, jika kondisi berikut dipenuhi:

a. |[x|l=0,vxeV

b. Jika x € V, ||x]| = 0, jika dan hanya jika x

bahwa

=60
c. |lax]|| = |alllx]l, untuk  semua X
eVdanae ®
d. |lx+yll < x|l + [lyll, untuk semua X, y
eV
Catatan:
1. Pasangan (V, ||.||) disebut ruang vektor

bernorma dan ||x|| disebut norma dari x.
2. Jarak antara vektor x dan vy, ditulis ||x — y||
atau ||y — x||.

Pengertian Ruang Banach
Definisi 2.5 (Nababan, 1992 : 13)

Ruang vektor V dikatakan “bernorma” jika
terdapat fungsi bernilai riil pada |.[|:V - R
dengan sifat-sifat sebagai berikut:

1. |la]| = 0 untuk setiapa e V
|lal| = 0 jika dan hanya jikaa =6
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2. ||a@al]l = |a|||a]| untuk setiap o € R, a € V

3. lla+b||l < [la]l + ||b]| untuk setiap a, b € V
Jika V ruang vektor bernorma, notasi yang biasa
digunakan adalah (V, ||. [).

Definisi 2.6 (berberian, 1961 : 97)
Ruang Banach adalah ruang vektor
bernorma yang lengkap.

TRANSFORMASI LINIER

Transformasi linear merupakan fungsi linier
antar ruang vektor.

Definisi 2.7

T :V — W disebut transformasi linear jika:

(). T(x +y) =T(x) + T(y) untuk semua vektor x
danydi VvV

(i1). T(kx) = k T(x) untuk semua vektor x dan V
dan semua skalar k.

Definisi 2.8 (Nababan, 1992 : 15)
Misalkan X dan Y dua ruang Banach atas K.

Transformasi T : X — Y dikatakan linier jika
untuk setiap a, B, € K dan x, y € X berlaku T (a.x
+B.y) = 0. T(x) + B. T(y)

Transformasi linier jika dari ruang Banach X
ke himpunan skalar K disebut fungsional linier
pada X.

Jika f funsional linier pada X ke K, maka

f(ax+By)=o f(x)+p. f(y), VX,yeXdanVv

a, B, eK

jika T : X =Y linier maka

T (0)=0dan T (-x) =-T(x), sebab

TO)=TX-x)=T(x)-T(x) =0dan
TX)=TO-x)=TO)-T(-x)=0-T(-x) =
-T(X)

Definisi 2.9 (Nababan, 1992 : 11)

Suatu transformasi T : V — W dari suatu
ruang Banach (V, ||. ||,) ke ruang Banach (W,
II. Ilv) dikatakan kontinu di x0, jika untuk setiap
€ > 0 terdapat 6 > 0 sehingga setiap x €V
dengan ||x —x¢lly <& berlaku ||T(x) —
Txo)llw < €. Transformasi T dikatakan
kontinu di setiap titik pada V.

3. METODOLOGI

Penelitian ini merupakan penelitian kajian
pustaka yang mengumpulkan literatur-literatur di

perpustakaan, kemudian mempelajari,
membahas adanya titik tetap yang bergantung
pada lengkap tidaknya ruang Banch tersebut,
pendefinisian  transformasi  linearnya dan
membuktikan teorema-teorema, menyangkut
barisan vektor di dalam ruang Banach.

Kajian pustaka dikembangkan dengan
mengkaji hasil-hasil penelitian yang berkaitan
dengan permasalahan yang akan dipecahkan
dengan menggunakan ruang vektor dan teorema-
teorema sederhana, transformasi linear dan ruang
Banach.

4. PEMBAHASAN

Titik tetap adalah titik yang dipetakan
terhadap dirinya sendiri terhadap suatu fungsi
atau transformasi. Jelas bahwa setiap
transformasi identitas memiliki titik tetap,
namun demikian beberapa transformasi non
identitas juga memiliki titik tetap. Berkaitan
dengan pembahasan selanjutnya, berikut akan
diuraikan pengertian dan beberapa teorema-
teorema penting mengenai eksistensi titik tetap
dari suatu transformasi linier pada ruang
Banach.

Definisi 3.1. Prinsip Kontraksi Banach 1
(Nababan, 1992: 19)

Misalkan X = (X, ||. ||) ruang Banach. Suatu
pemetaan T : X — X dinamakan kontraksi pada
X jika ada bilangan positif o < 1 sehingga untuk
setiap X, y € X berlaku || T, — Ty || < a lIx — ylI.

Penulisan Tx sering ditulis T(x) dan
selanjutnya didefinisikan:

T2 (X) = T(Tx)
T3 (X) =T(T2x) =T (T(Tx))

Th (x) = T(Tn-1x)

Teorema 3.2 (Nababan, 1992: 21)

Misalkan (X, ||.||) ruang Banach lengkap
dan T : X - X suatu pemetaan. Bila T™ suatu
pemetaan kontraksi pada X untuk suatu m, maka
T mempunyai titik tetap.

Bukti:
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Misalkan B = T™ suatu kontraksi pada X.
Pemetaan B mempunyai titik tetap tunggal
namakan %. Jadi B X = %, karena itu B" X = ¥,
selanjutnya klaim:

lim B"x =% VxeX

n—oo

Untuk membuktikan hal ini, definisikan barisan
(Xn) sebagai berikut:

Xo=X

X1= BXo

X2 = Bx1 = B%o

Xn = BXn-1 = B"Xo

bila T dengan B, maka dapat disimpulkan bahwa,
Jy EXBr{i_{rgo(xn) = y atau

Al_r& B"x, = 111_1)130 B"'x =y

y ini tidak lain adalah titik tetap dari B, karena
titik tetap itu tunggal maka haruslah y = %. Dari
penjelasan di atas dapat disimpulkan,

Vx€X lim B"x =X

n—-oo
jadi X = lim T™". Tk
n—-oo
= lim T™*1 % = lim T(T™") %
n—-oo n—->oo
=limTB™
n—-oo
= lim TX
n—-oo
=T

Jadi X merupakan titik tetap dari T, karena setiap
titik tetap dari T juga titik tetap dari B. Jadi T
tidak mempunyai lebih dari satu titik tetap.

Teorema 3.3 (Nababan, 1992: 27)

Misalkan (X, [|.||) ruang Banach lengkap
dan T : X — X suatu pemetaan sehingga vV x € X
berlaku:
ITx = Tylly < villx = Txllx + lly — Tyllx}
dengan 0 <y <%
Maka T mempunyai titik tetap.

Bukti:

Dengan mengambil a=p=6 =0, maka
diperoleh

ITx — Tylly < Bfllx — Txllx + lly — Tyl
Vx,y€eX

Sekarang diperhatikan bahwa 0 < y < % karena
a = = 6 = 0 maka syarat

< B 1 menjadi
1-a-B-y

0<-t<1,

1-y
syarat f +y < 1 menjadi
y < 1dan

syarat 2y + 6 < 1 menjadi

2y <latauy <1/2

Ketiga syarat memberikan 0 <y <%. Maka T
merupakan titik tetap.

Teorema 3.4 (Nababan, 1992: 28)

Misalkan (X, ||.|[) ruang Banach lengkap
dan T : X — X suatu pemetaan sehingga
V x,y € X berlaku:

llox—Txllolly =Tyl
—_ < —_
dimana a,é € (0,1) dengan a + B < 1.

Maka T mempunyai titik tetap.

Bukti:
Dengan mengambil
diperoleh:

B +vy =0 maka

IX=TX|lxlly =Ty lx
ITx = Tyl < P + 6l

yll,vVxyeX
Sekarang akan diperhatikan a + 6§ <1,
dengan a, B € (0,1) karena  +y = 0 maka

syarat 0 < 2% <1 menjadi 0 < -2 <
1-a-F-y 1-a

1 dan syarat 2y + 8 < 1 menjadi § < 1 dari
0< % <1 dan a € (0,1) diperoleh 6§ <

1— amakaa+ 6 < 1.
Maka T mempunyai titik tetap..

5. KESIMPULAN

Jika X = (X, ||.])) ruang Banach. Suatu
pemetaan T : X — X dinamakan kontraksi pada
X jika ada bilangan positif a < 1 sehingga untuk
setiap X, y € X berlaku ||T, — T,|| < allx —yl|.
Misalkan (X, ||.||) ruang Banach lengkap dan T :
X — X suatu pemetaan. Bila T™ suatu pemetaan
kontraksi pada X untuk suatu m, maka T
mempunyai titik tetap.

Misalkan (X, ||. ||) ruang Banach lengkap dan
T : X - X suatu pemetaan sehingga V x €
X berlaku:

ITx —Tylly < villx — Txllx + lly — Tyllx}
dengan 0 < y < %.
Maka T mempunyai titik tetap.
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