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ABSTRAK,Quaternion merupakan perluasan bilangan
kompleks dalam empat dimensi (4D). dalam melakukan
representasi bilangan quaternion terdapat beberapa cara
yang bisa digunakan, seperti bentuk polar (Polar
Form),The Cayley-Dickson, The ortho-split dan notasi
C; — Pair. Pada artikel ini digunakan notasi C; —
Pairuntuk  merepresentasikan ~ quaternion  serta
memperlihatkan  kasus ~ khusus  C; — Pair  dalam
aplikasinya pada perkalian bikompleks quaternion.

Kata Kunci:Quaternion, Representasi Quaternion, C; —
Pair, Bicomplex Product Quaternion

1. PENDAHULUAN

Bilangan quaternion merupakan pengembangan
bilangan kompleks. Yang menarik untuk
diperhatikan bahwa pada bilangan quaternion
tidak berlaku sifat komutatif terhadap operasi
perkalian. Bilangan quaternion pertama Kkali
diperkenalkan oleh Sir Rowman Hamilton
padatahun 1805-1865. [5][6][7].

Representasi bilangan quaternion menjadi suatu
yang unik untuk dikaji. Beberapa cara yang bisa
digunakan untuk melakukan representasi
quaternion diataranya, dekomposisi quaternion,
bentuk polar quaternion, CD form, Carley-
Dickson, Ortho-SplitdanC; — Pair.

Pada artikel ini, akan dibahas tentangC; — Pair
hal ini karena pada notasi C; — Pair berlaku sifat
komutatif perkalian. Sedangkan pada bilangan
quaternion sendiri tidak berlaku sifat komutatif
perkalian. Adanya kontrakdiksi  tersebut,
sehingga pada artikel ini akan diperlihatkan
beberapa teknik modifikasi secara aljabar
sehingga kondisi perkalian dua bilangan
quaternion dapat memenuhi sifat komutatif.

2. TINJAUANPUSTAKA

Bilangan Quaternion

Himpunan bilangan quaternion dituliskan
dengan simbol H sebagai penghargaan bagi Sir
William Roman Hamilton, dimana elemen-

elemen dari bilangan quaternion merupakan
kombinasi linear dari bilangan skalar riil dan tiga
bagian imajiner i,j dan kyang dituliskan
sebagai [1,2,3],

H ={q =qo +iq: +jqz + kq3|90,91, 92,93 €
R}. 1)

Jika g, dan g5 bernilai nol maka persamaan (1)
merupakan suatu bilangan kompleks. Sedangkan
jika qo=¢q1= q2= q3 =0, maka
persamaan(1) merupakan elemen identitas
penjumlahan quaternion. Jikagy, = 1,9, = g, =
q; =0 maka persamaan(1) disebut elemen
identitas perkalian quaternion (J.P. Morais, dkk.
2012). Selanjutnya, persamaan (1) dapat
dituliskan menjadi

q=5c(q) +q, (2)
Dalam hal iniSc(q) = q, adalah bagian skalar
darig, dan q = iq; + jq, + kqs sebagai bagian
vektor (vector part) dari g [6]. Perkalian elemen-
elemen dari suatu bilangan quaternion
berdasarkan aturan Hamilton dapat dituliskan
sebagai

i?=j2=k?=ijk=-1.

jk=—kj=iij=—ji=k
jk=—kj=i

Dapat diperhatikan bahwa operasi penjumlahan
dan pengurangan quaternion dilakukan seperti
pada operasi penjumlahan dan pengurangan suku
banyak. Jikap,q € H dengan p =p, + ip; +
jp2 +kps  dan g =qo+iq+jq, + kqs
dimana po, p1, P2, P3: 9o, 41, 42, 93 € Rmaka
P+q=(po+qo) +i(p1+q1)+jp2+

q2) + k(ps + q3). 3)
Dengan cara yang sama, operasi pengurangan
pada bilangan quaternion

P—q=Po—4qo) +i(p1—q1) +j(p2 -

q2) + k(ps — q3). 4)
Selanjutnya,operasi perkalian p dan g dilakukan
berdasarkan perkalian polinom yaitu
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bq

= (po + ipy + jp2 + kp3)(qo + iqq + jqs

+ kqs)

=Poqo — (P191 + D292 + P393)

+po(iqy +jqz + kqs)

+qo(ip; + jp2 + kp3) + i(p2q3 — p3q2)
+Jj(P195 — P3q1) + k(P12 — P2q1)

=DPodo —P-9+Poq+qpP+pX%xq ®)
dimana p.q = (p1q91 + P29z + p3q3) adalah
hasil kali titik (dot product) dan pxq =
i(p2q3 — p3q2) + j(P1q3 — P3q1) + k(P19 —
p»q,)- Hasil perkalian pg dengan gp tidak selalu
sama, ini karena perkalian silang dari p dan q
tidak komutatif. Sehingga dapat dikatakan bahwa
pq = qp jika dan hanya jika p, = g, danp = q.

Definisi 2.1.Untuk sebarangp € H dengan p =

Po + ip1 + jp2 + kpz dimanap, py, p2, p3 € R,
konjugasi dari p adalah

D =po +ipy +jp2 + kp3

= po — ip1 — jp2 — kps. (6)
Berdasarkan persamaan (7) dapat dipahami
bahwa konjugasi dari p merupakan perubahan
tanda pada bagian imajiner sedangkan bagian riil
tidak berubah tanda. Hasil perkalian konjugasi
quaternion adalah suatu anti-involusi, hal ini
dapat ditunjukkan bahwa

pq = qp,)

yaitu

qp

= (g0 — iq91 — jqz — kq3)(po — ip1 — jp2

— kp3)

= qo(po — ip1 — jp2 — kp3)

— iq1(po — ip1 — jp2 — kp3)

—ja2(po — ip1 — jp2 — kp3)

— kqs(po — ipy — jp — kps3)

= Podo — P-4 — qoP — Poq — P X q. (7)
Dan modulo p dituliskan dengan |p| dan
didefinisikan sebagai

Ipl = \/p¢ + p? + p? + p? (8)

Dekomposisi quaternion
Misalkang = q¢ + iq; + jq, + kqs,
dapat didekomposisi menjadi
q=q.+q-=5(q+ig) +5(q—iqj), dari
dekomposisi ini sehingga

1+k

qx = {90 £ g3 +i(q1 + q2)} ). ©)

maka q
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3. METODOLOGI

Penulisan artikel ini dilakukan dengan langkah-
langkah sebagai berikut,

a. Merumuskan notasi C; — Pair

b. Menguraikan operasi aritmetika
quaternion dengan menggunakan notasi
C; — Pair

c. Menguraikan aturan
bikompleks quaternion

d. Merumuskan beberapa sifar perkalian
bicompleks quaternion

perkalian

4. PEMBAHASAN

Pada bagian ini, akan dijelaskan lebih jauh
mengenai operasi dasar bilangan quaternion.
Diberikan quaternion
q=qo+iq +jq + kqs € H (10)
Definisi 1.
Misalkan g dituliskan dalam bentuk g = u + iv,
dimana u = qo + jq, dan v =q,; + jq; € C;.
Quaternion g dipahami sebagai bentuk pasangan
bilangan kompleks dengan ordinat j. Dan bentuk
ini disebut sebagai C; — Pair. Berikut ini
diperlihatkan bahwa  notasi C; — Pair
merupakan bentuk lain dari quaternion q [7].
Dengan memperhatikan bahwa,
q=u-+iv. (11)
Dengan mensubstitusikan nilai © dan v. Maka
quaternion g menjadi
q =dqo+Jjq2+i(q: +jq3)
=qo +Jq2 +iq1 +ijq3
=qo +Jjq +iq1 + kgs.
Quaternion g dapat disebut sebagai pasangan
terurut dari u dan v atau dituliskan dengan (u, v).
Pada bilangan kompleks u dan v berturut-turut
disebut sebagai bagian real dan bagian imajiner.
Tentunya untuk quaternion, quaternion g dapat
juga disebut sebagai representasi bialngan
kompleks. Namun perlu sangat hati-hati untuk
mengatakan hal tersebut karena pada hakikatnya
u mengandung q, dan g, sedangkan v

mengandung q: dan g5;. Untuk lebih
menyederhanakan penulisan quaternion,
selanjutnya akan digunakan g sebagai

representasi (u, v).
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Lebih jauh, akan dibahas notasi C; — Pair
hubungannya dengan aljabar quaterion.

Penjumlahan
Teorema 1
Misalkan g = (w,v), p = (w,x) € C; dengan

U=qo+jqz, v=q1+jqz, w=po+jps,x=

P1+Jjps.
Maka
g+p=(u+w),w+x) (12)
Bukti
Dengan  menggunakan definisi  C; — pair

teorema 1 dibuktikan dengan cara sebagai
berikut,
q+p =wv)+wx)
= ((qo +Jjaz) + i(qs +jgz)) +
((po +jp2) +i(ps +jP3))
= ((qo +jaz) + (po + jpa)) +
i((fh +Jjqz) + (p1 +fP3))
= ((u +w),(v+ x))

Pengurangan

Teorema 2

Misalkan g = (w,v), p = (w,x) € C; dengan
U=(qo+Jqz, V=01 +jq3 W=Dy +jppx=

p1 +Jjps.
Maka

g-p=(u-w),w-x) (13)
Bukti

q—-p=wv)—(wx)

= ((qo +jaz) +i(q1 +jg3)) —

((o +Jip) +ipy +jps)) +

= ((qo +Jja2) — (po +Jjp2)) +

i((‘h +Jjas) — (o1 +jp3))

= ((u -w),(v— x))

Pembuktian teorema 2 dibuktikan dengan
menggunakan definisi notasi C; — Pair dan sifat
assosiatif bilangan quaternion.

Konjugasi

Teorema 3

Misalkan q = (w,v), p = (w,x) € C; dengan

u=qo+jq:, v=q;+jgq; maka
qg= " -v) (14)

Bukti.

q=qo - iqq —]'flz — kqs;

=qo —jqz + (—iq; — kq3)

=qo —jqz + (—(iqy + ijqs)
={qo —]'Cllz + (—i_(‘h +]'.Q3)
= (9o —Jq2) — (i(q1 + Jjq3)

= (u*, —v).

Dimana * adalah konjugasi klasik bilangan
kompleks.

Perkalian

Misalkan g = (uy,v1), p = (up,v;) €

dengan u; =qo+jqz, v1=q1+jqs U=
Po + jp2, v, = p1 + jp3. Maka

qp = (uuy — vy vy, ujv, +v1uy)  (15)

Bukti.

qr = (uq, v1) (U, v;)

= ((q0 +Ja2) + i(qs + jgs))
(Do +jp2) +i(ps + jip3))

= (g0 +J92)((Po +jp2) + i(ps + jp3))
+i(q, +jCI3)((P0 +jp2) + i(py +fp3))

= (qo +Jq2)(po + jr2)
+(q0 +Jq2) i(p1 + jps)
+i(qy + jgs) (0o + jp2)
+i(qy + jgs) i(py + jps)

= (qo +Jq2)(po + jr2)
+i(qo — jq2)(p1 + jps)
+i(q; +Jqz3)(po + jp2)
+ii(q, — jqs) (p1 +Jjp3)

= (qo +Jq2)(po + jp2)
—(q1 —Jjq3) (p1 +Jjp3)
+i(q0 — jqa2)(p1 + jps)
+i(q1 +jas) (o + jp2)

= {(q0 t Ja2)(Po + jr2)
—(q1 —Jq3) (p1 +Jp3)}
+i{(q0 — jq2) (1 + jp3)

+i(q1 +Jjq3) (o + jp2)}
= (U Uy — V1 U, UV, + V1Uy)

Perkalian Bikompleks Quaternion

Seperti dijelaskan sebelumnya, bahwa perkalian
bikompleks quaternion merupakan kasus khusus
dalam perkalian quaternion, hal ini dikarenakan
pada kasus perkalian bikompleks quaternion
berlaku sifat komutatif. Untuk menyatakan
perkalian bikompleks quaternion, digunakan
simbol “®”. Sebelum melakukan perkalian
bikompleks quaternion, maka terlebih dahulu,
didefinisikan beberapa aturan perkalian berikut,
i®j=jQi=k,
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jQk=k®j=1i, qRz
(Qk=k®i=") = (BR@ - 4, %@, (%D + &R@))
l®l=]®]=—1, (18)
k®k=1. (16)
Selanjutnya, akgn digunakan sifat-sifat te_rsebut BUKti.
untuk membuktikan beberapa teorema berikut. (®z=(a+jeb+jd)® (R(z),ﬂi(z)),
Teorema 4. = ((a+jo) +i(b+jd))(R(2) + i7(2))
Misalkan g = (uy,v1), p = (upv;) € =(a+joR(2) + (a + jc)ili(z)
dengan w;, = qo +jqa, Vi =qq +jqs, Uy = +i(b+jd)R(z) +i(b+jad) il (2)
Po + Jjp2, V2 = p1 + jps. Maka = (a+jc)R(z) — (b +jd) 5;(2)
p® q = (Wyy — V1Vy, Uy + V1Uy) (17) + (a +jc)igi(z) + i(b + jd)R(z)
= (a+jc)R(z) — (b +jd) 5;(2)
Bukti. +i((a +jo)%(2) + (b +jd)R(2))
= q1R(2) — q; % (2)
q ® p = (ug, v1)(up, v2) + i(Chgi(Z) + QZR(Z))
= ((qo +]'_‘12) + i_((h +f_‘13)) = (%R(Z) —q2 5:(2), (q19:(2) + CIZR(Z)))
((po +jp2) + i(ps +jp2)) Teorema 5, dibuktikan dengan menggunakan
= (9o +Ja2)((po + jp2) + i(p1 + jp3)) definisi  C; — Pair, karena iQ®i=—1
+i(q1 +jq3)((po + jp2) + i(p1 + jp3)) dihasilkan langkah ke-3. Selanjutnya, langkah
= (qo +Ja2)(po + jp2) ke-3, 4, 5 digunakan sifat asosiatif dan
+(qo +jq2) i(py + jps) komutatif perkalian.
+i(q +Jq3) (o + jp2)
+i(q1 + jqs) i(py + jps) Teorema 6.
= (g0 +Jq2) (o + jp2) Misalkan, diberikan q = (q1,q2) = (a +
+i(qo +jq2)(p1 + jp3) jc, b + jd), untuk sebarang C; bilangan w =
+i(q1 +Jjq3)(po + jp2) R(w) + jT;(w) = (w,0), maka
+ii(qy + jqs) (p1 +jps) q@w = (qw, q,w) (19)
= (g0 +Jq2) (o + jp2) Bukti.
—(q1 +Jq3) (p1 + jp3) Teorema 6 dibuktikan dengan cara sebagai
+i(qo +jq2)(py + jp3) berikut,
+i(qq +ja3) (o + jp2) q®w=(q1,q2) ® W,0)
= ((q0 +].‘¥2)(P0 +fp_2) =(a+jc,b+jd)(w,0)
—(q1 +jaz) (p1 +Jjp3)) = (((a +jow + (a+jc)o),

+i((qo + ja2) (1 + jp3) ) _
+(q1 +Jaz) (o + jp2)) (b +jd)w + (b + jd)0)

= (W Uy — V1V, W V5 + V1Uy) = (atjow, (b +jdw
Langkah awal pembuktian dilakukan dengan = (qw, q2w)
menggunakan definisi C; — Pair. Selanjutnya,
langkah 2, 3, 4, 5 dan 6 digunakan sifat
komutatif, asosiatif dan distributf perkalian.

Teorema 7.
Misalkan, diberikan q = (q1,92) = (a +
jc, b + jd), untuk sebarang C,, bilangan s =

Dengan cara yang sama, akan dengan mudah R(s) + kTi(s) = (R(s), jTi(s)), maka

diperlihatkan bahwa, g ® p = p ® q. q ® s = (q)R(s) — jg29k(s),
i(q2R(s) + jq17k(s)) (20)
Teorema 5. Bukti.
Misalkan, diberikan ¢q = (gq4,9;) = (a + q® s = ((a +jc), (b +jd))(IR(s),j7k(s))
jc, b+ jd), untuk sebarang C; bilangan z = =t ((a+jc) + i(b +jd))(R(s) + kI (s))

R(z) +1i7;(z) = (R(Z),i]l-(z)), maka
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=2 ((a +jc))(R(s) + k7 ()

+(i(b + jd)(R(s) + kTi(s))

=3 ((a +joIR(s) + ij(a + jc) T (s))

+i(b+ jd)R(s) — j(b + jd)I,(s)

=* ((a+joR(s) — j(b + jd)T(s))
+i((b + jd)R(s) + jla+jo)Ti(s))

=5 ((‘h)fR(s) - jCI27k(5))

+ i(szR(S) + jCI17k(S))

=% (q1)R(s) — ja2Tx(s),

i(QZR(S) + jQ17k(5))

Langkah 1 digunakan definisi notasi C; —
Pair, sedangkan langkah 2, 3, 4, 5 dan 6,
digunakan sifat komutatif, asosiatif dan

distributf quaternion dengan memperhatikan
operasi bikompleks quaternion.

Teorema 8.

Misalkan, diberikan q = (q41,92) = (a +

jc, b + jd), dan sebaran bilangan k = (0, j),

maka g ® k dinyatakan dengan,
qQi=(—92q) (21)

Bukti.

q®i=1(q1,92) & (0,))

=((a+jc) +i(b+jd))(0 + i)

= (i(a +jc) — (b +jd))

=(—(b+jd) +i(a+jc))

= (—q2,91)

Teorema 9.

Misalkan, diberikan ¢q = (q1,92) = (a +
jc, b+ jd), dan sebaran bilangan j = (j, 0),
maka g @ j dinyatakan dengan

q®j=1(q1,jq2) (22)

Bukti.
q®j=019)® (0)
= ((a+jc) +i(b +jd)) ([ + i0)
=(a+jo)j+ijb+jd)
=q.J + ijq;
= (q4),jq2)

Teorema 10.

Misalkan, diberikan q = (q1,92) = (a +
jc, b+ jd), dan sebaran bilangan j = (j, 0),
maka g ® j dinyatakan dengan

q®j=(-jazjq1) (23)

Bukti.

q®j=1(0192) & (0)
= ((a+jc) +i(b + jd))(0 + ij)
= (a+jo)ij + iij(b + jd)
=i(a+jc)j—jb+jd)
= —jb +jd) +ij(a+jc)
= (—jq2,J91)

5. KESIMPULAN

Berdasarkan ~ pembahasan  pada  bagian
sebelumnya disimpulkan bahwa, notasi C; —
pair merupakan salah satu rujukan yang bisa
digunakan untuk merepresentasikan bilangan
quaternion. Pada bagian akhir pembahsan
dilakukan notasi C; — pair pada perkalian
bikompleks quaternion yang dimana merupakan
kasus khusus dari perkalian quaternion.
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