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ABSTRAK, Matriks Kompleks merupakan matriks yang 
entri-entrinya bilangan kompleks. Matriks kompleks 
terdiri dari matriks hermite, matriks satuan (uniter) dan 
matriks normal. Tujuan dalam penelitian ini adalah untuk 
mendiagonalisasi dari dua matriks hermite secara 
simultan. Suatu matriks hermite A dan B terdiagonalisasi 
secara simultan jika AB = BA. Langkah pertama 
mendiagonalisasi matriks hermite A adalah menentukan 
basis untuk masing-masing ruang eigen. Selanjutnya, 
menormalisasikan masing-masing basis bagi masing-
masing ruang eigen, kemudian membentuk matriks P 
yang kolom-kolomnya adalah vektor-vektor basis. Untuk 
mendiagonalisasi matriks A dan B secara simultan 
menggunakan persamaan D1 = P∗AP  dan D2 = P∗BP. 
Untuk matriks A dan B ordo 2 × 2 diperoleh 

D1 = �2 + √2 0
0 2 −√2

� dan D2 = �1 + √2 0
0 1 − √2

�. Untuk 

matriks A dan B ordo 3× 3 diperoleh D1 =

�
1 0 0
0 1 + √5 0
0 0 1 − √5

� dan D2 = �
2 0 0
0 2 + √5 0
0 0 2 − √5

�. 

 
Kata Kunci: Diagonalisasi, Matriks, Matriks Hermite, 
Simultan 

1. PENDAHULUAN 

Diagonalisasi matriks memainkan peran yang 
sangat penting dalam aljabar dan juga merupakan 
penerapan dari nilai eigen dan vektor eigen yang 
lebih memusatkan pada persoalan penentuan 
sebuah basis untuk ruang vektor yang terdiri 
vektor-vektor eigen sebuah matriks 𝐴𝐴𝑛𝑛×𝑛𝑛, yang 
telah ditentukan. Diagonalisasi secara ortogonal 
pada matriks simetris dalam ruang vektor riil 
dimana matriks ortogonal (𝐴𝐴−1 = 𝐴𝐴𝑡𝑡). Pada 
umumnya diagonalisasi matriks dalam ruang 
vektor riil lebih banyak dilakukan dibanding ruang 
vektor kompleks. Untuk diagonalisasi dalam ruamg 
vektor kompleks, peranan utama dipegang oleh dua 
kelas matriks baru yaitu matriks uniter dan matriks 
hermite dimana keduanya memiliki elemen-elemen 
bilangan kompleks. 
Bilangan Kompleks adalah bilangan yang 
berbentuk 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 dimana 𝑎𝑎 dan 𝑏𝑏 adalah 
bilangan riil, dan 𝑏𝑏 adalah bilangan imajiner 
tertentu yang mempunyai sifat 𝑏𝑏2 = −1. 

Bilangan kompleks dapat ditambah, dikurang, 
dikali dan dibagi seperti bilangan riil namun 
bilangan kompleks juga mempunyai sifat-sifat 
tambahan yang menarik. 
Salah satu matriks yang entrinya memuat 
bilangan kompleks adalah matriks hermite. 
Matriks Hermite menikmati banyak sifat-sifat 
matriks real simetri tetapi tidak semuanya dapat 
didiagonalkan secara uniter, namun matriks real 
simetri adalah satu-satunya matriks dengan 
unsur real yang dapat didiagonalkan secara 
ortogonal. 
Diagonalisasi secara ortogonal pada matriks 
simetris dalam ruang vektor riil dimana matriks 
ortogonal (𝐴𝐴−1 = 𝐴𝐴𝑡𝑡) dan matriks simetris 
(𝐴𝐴 = 𝐴𝐴𝑡𝑡) memainkan peranan yang sangat 
penting di dalam permasalahan diagonalisasi 
tersebut.Diagonalisasi matriks dapat dilakukan 
pada matriks dengan unsur bilangan riil maupun 
pada matriks dengan unsur bilangan kompleks. 
Melakukan diagonalisasi pada matriks yang 
mempunyai unsur bilangan kompleks tidak jauh 
berbeda dengan diagonalisasi pada matriks 
dengan bilangan riil, ini berkaitan dengan sifat-
sifat yang dimiliki oleh bilangan kompleks. 
Berbeda dengan ruang vektor riil, dalam ruang 
vektor kompleks matriks mempunyai nilai 
eigen. Diagonalisasi matriks dengan unsur 
bilangan kompleks dilakukan pada matriks 
Hermite 

2. TINJAUANPUSTAKA 

BILANGAN KOMPLEKS 
Definisi 2.1 
Bilangan kompleks adalah sebuah pasangan 
berurutan bilangan riil yang dinotasikan oleh 
(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) atau 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏, dimana 𝑏𝑏2 = −1. 
Definisi 2.2 
Dua bilangan kompleks, 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 dan 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑏𝑏, 
didefinisikan sebagai sama (equal) dan dituliskan 

𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 = 𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑏𝑏 
jika 𝑎𝑎 = 𝑐𝑐 dan 𝑏𝑏 = 𝑑𝑑. 
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Jika 𝑏𝑏 = 0 maka bilangan kompleks 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 
tereduksi menjadi 𝑎𝑎 + 0𝑏𝑏 atau dituliskan sebagai 
𝑎𝑎 saja. Dengan demikian, untuk setiap bilangan 
riil 𝑎𝑎 

𝑎𝑎 = 𝑎𝑎 + 0𝑏𝑏 
sehingga semua bilangan riil dapat dianggap 
sebagai bilangan kompleks dengan bagian 
imajiner yang sama dengan nol. Jika didapatkan 
𝑎𝑎 = 0, maka 𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 tereduksi menjadi 0 + 𝑏𝑏𝑏𝑏 
yang biasanya dituliskan sebagai 𝑏𝑏𝑏𝑏 saja. 
Bilangan-bilangan kompleks semacam ini 
disebut bilangan imajiner murni (pure 
imaginary number). 
Vektor-vektor pada 𝑅𝑅2 dijumlahkan dengan cara 
menjumlahkan komponen-komponen yang 
bersesuaian, maka pada bilangan-bilangan 
kompleks dijumlahkan dengan cara 
menjumlahkan bagian-bagian riilnya secara 
bersama-sama dan menjumlahkan bagian-
bagian imajinernya bersama-sama: 
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏) + (𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑏𝑏) = (𝑎𝑎 + 𝑐𝑐)(𝑏𝑏 + 𝑑𝑑) (2.1) 
Operasi pengurangan dan perkalian dengan 
sebuah bilangan riil juga menyerupai operasi 
vektor yang bersesuaian pada 𝑅𝑅2: 
(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏) − (𝑐𝑐 + 𝑑𝑑𝑏𝑏) = (𝑎𝑎 − 𝑐𝑐) + (𝑏𝑏 − 𝑑𝑑)𝑏𝑏 (2.2) 
𝑘𝑘(𝑎𝑎 + 𝑏𝑏𝑏𝑏) = (𝑘𝑘𝑎𝑎) + (𝑘𝑘𝑏𝑏)𝑏𝑏 (2.3) 
dimana 𝑘𝑘 adalah bilangan riil 
 
MATRIKS HERMITE 
Definisi 2.3 
Sebuah matriks bujursangkar 𝐴𝐴 yang entri-
entrinya bilangan kompleks disebut matriks 
hermitian jika 

𝐴𝐴 = 𝐴𝐴∗ 
Contoh: 
Jika Terdapat suatu matriks 𝐴𝐴 yang entri-
entrinya bilangan kompleks seperti pada matriks 
berikut ini: 

𝐴𝐴 = �
3 2 − 𝑏𝑏 4 − 7𝑏𝑏

2 + 𝑏𝑏 4 3 − 2𝑏𝑏
4 + 7𝑏𝑏 3 + 2𝑏𝑏 2

� 

�̅�𝐴 = �
3 2 + 𝑏𝑏 4 + 7𝑏𝑏

2 − 𝑏𝑏 4 3 + 2𝑏𝑏
4 − 7𝑏𝑏 3− 2𝑏𝑏 2

� sehingga 

𝐴𝐴∗ = �̅�𝐴𝑡𝑡 = �
3 2 − 𝑏𝑏 4 − 7𝑏𝑏

2 + 𝑏𝑏 4 3 − 2𝑏𝑏
4 + 7𝑏𝑏 3 + 2𝑏𝑏 2

� = 𝐴𝐴. 

Jadi 𝐴𝐴 adalah Hermite 
𝐴𝐴̅ adalah Konjugat Matriks dari 𝐴𝐴 

𝐴𝐴∗ dan 𝐴𝐴̅𝑡𝑡 adalah Konjugat Transpose dari 
Matriks 𝐴𝐴 
Untuk mengenali matriks Hermite maka dapat 
dilihat entri-entri pada diagonal utamanya 
adalah bilangan-bilangan real dan “bayangan 
cermin” tiap-tiap entri yang terletak berse-
berangan dengan diagonal utama adalah 
konjugat kompleksnya. 
 
PROSES GRAM-SCHMIDT 
Proses Gram-Schmidt merupakan langkah-
langkah yang digunakan untuk mengkon-
versikan suatu basis sebarang menjadi sebuah 
basis ortogonal. Setelah basis ortogonal 
diperoleh, selanjutnya dilakukan normalisasi 
untuk memperoleh sebuah basis ortonormal. Jika 
𝑼𝑼 = (𝒖𝒖𝟏𝟏 ,𝒖𝒖𝟐𝟐 , … ,𝒖𝒖𝒏𝒏) adalah sebuah basis 
ortogonal untuk sebuah ruang vektor 𝑽𝑽 maka 
untuk menormalisasikan tiap-tiap vektor di 
dalam basis ortogonal adalah 

𝑣𝑣𝑖𝑖 =
𝑢𝑢𝑖𝑖
‖𝑢𝑢𝑖𝑖‖

 

Dimana : 
𝑢𝑢𝑖𝑖 = basis sebarang untuk  𝑉𝑉. 

𝑣𝑣𝑖𝑖 =basis ortonormal untuk𝑉𝑉 
‖𝑢𝑢𝑖𝑖‖ = 〈𝑢𝑢, 𝑢𝑢〉1 2� = �|𝑢𝑢1|2 + |𝑢𝑢2|2 + ⋯+ |𝑢𝑢𝑛𝑛|2 
 
DIAGONALISASI MATRIKS 
Definisi 2.4: 
Sebuah matriks bujur sangkar 𝐴𝐴 dikatakan dapat 
didiagonal (diagonalizable) jika ada matriks 𝑃𝑃 
yang dapat dibalik (invertible) sehingga 𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝑃𝑃 
diagonal, maka 𝑃𝑃 dikatakan mendiagonalisasi 
matriks 𝐴𝐴. 
Suatu matriks bujursangkar 𝐴𝐴 dikatakan dapat 
dibawa (direduksi) ke bentuk diagonal oleh 
suatu transformasi similaritas bila terdapat 
matriks nonsingular 𝑃𝑃 sehingga 𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝑃𝑃 = 𝐼𝐼.  
Syarat perlu dan cukup bahwa matriks𝐴𝐴 ordo 𝑛𝑛 
dapat dibawa ke bentuk diagonal (similar 
dengan suatu matriks diagonal) adalah 𝐴𝐴 
mempunyai 𝑛𝑛 buah vektor karakteristik yang 
bebas linear. 
Teorema 2.1. 
Jika 𝐴𝐴 adalah matriks 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛, maka pernyataan-
pernyataan berikut ekuivalen satu sama lain. 
1. 𝐴𝐴 dapat didiagonalisasi 
2. 𝐴𝐴 mempunyai 𝑛𝑛 vektor eigen bebas linear 
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DIAGONALISASI SECARA ORTOGONAL 
Definisi 2.5: 
Sebuah matriks bujur sangkar 𝐴𝐴 dikatakan 
secara ortogonal dapat didiagonalisasikan jika 
terdapat sebuah matriks ortogonal 𝑃𝑃 sehingga 
𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝑃𝑃 = 𝑃𝑃𝑡𝑡𝐴𝐴𝑃𝑃 adalah matriks diagonal, 
matriks 𝑃𝑃 dikatakan secara ortogonal 
mendiagonalisasi 𝐴𝐴. 
 
Teorema 2.2: 
Jika 𝐴𝐴 adalah matriks 𝑛𝑛 × 𝑛𝑛, maka pernyataan-
pernyataan berikut ekuivalen satu sama lain. 
1. 𝐴𝐴 dapat didiagonalisasi secara ortogonal 
2. 𝐴𝐴 mempunyai sebuah himpunan ortogonal 

dari 𝑛𝑛 vektor eigen yang ortonormal 
3. 𝐴𝐴 adalah matriks simetrik 
 
DIAGONALISASI SECARA UNITER 
Definisi 2.10: 
Sebuah matriks bujur sangkar 𝐴𝐴 dengan elemen-
elemen kompleks dikatakan secara uniter dapat 
didiagonalisasi apabila terdapat sebuah matriks 
uniter 𝑃𝑃 yang sedemikian rupa sehingga 
𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝑃𝑃 = 𝑃𝑃∗𝐴𝐴𝑃𝑃 adalah matriks diagonal, maka 
matriks 𝑃𝑃 dikatakan secara uniter 
mendiagonalisasi 𝐴𝐴. 
Teorema 2.3: 
Jika 𝐴𝐴matriks bujur sangkar dengan unsur 
kompleks, maka pernyataan berikut ekuivalen 
(setara):  
a. 𝐴𝐴 dapat didiagonalkan secara uniter.  
b. 𝐴𝐴mempunyai himpunan ortonormal dari n 
vektor eigen.  
c. 𝐴𝐴 normal.  
 
DIAGONALISASI SIMULTAN 
Jika 𝐴𝐴 dan 𝐵𝐵 adalah dua buah matriks Hermite 
dengan ordo yang sama dan keduanya 
komutatif, maka matriks tersebut dapat 
didiagonalkan secara simultan dengan sebuah 
matriks 𝑃𝑃, yaitu, jika 

𝐷𝐷1 = 𝑃𝑃−1𝐴𝐴𝑃𝑃 dan 𝐷𝐷2 = 𝑃𝑃−2𝐵𝐵𝑃𝑃 
Dengan 𝐷𝐷1 dan 𝐷𝐷2 adalah matriks diagonal, 
Sehingga 𝐴𝐴𝐵𝐵 = 𝐵𝐵𝐴𝐴 

3. METODOLOGI 

penulisan ini ialah kajian pustaka yakni yang 
memanfaatkan sumber kepustakaan yang 
terdapat di  perpustakaan dan internet untuk 

memperoleh informasi penelitian tanpa 
melakukan riset lapangan dengan 
mengumpulkan beberapa literature baik berupa 
buku maupun jurnal yang berkaitan dengan 
penelitian ini 
PROSEDUR ANALISIS 
Langkah-langkah yang diambil dijelaskan 
sebagai berikut: 
1. Menentukan dua  matriks yang merupakan 

matriks Hermite, misalnya Matriks A dan B. 
2. Menunjukkan bahwa matriks A dan B 

bersifat komutatif yaitu AB = BA 
3. Menentukan sebuah basis untuk masing-

masing ruang eigen matriks  
4. Menormalisasikan masing-masing basis 

bagi masing-masing ruang eigen 
5. Membentuk matriks P yang kolom-

kolomnya adalah vektor-vektor basis yang 
dibangun dilangkah 4 

6. Mendiagonalisasi matriks A dan B secara 
simultan. 

4. PEMBAHASAN 

PENENTUAN MATRIKS HERMITE 
Penentukan dua matriks hermite yang terdiri 
dari matriks hermite 𝐴𝐴 dan matriks hermite 𝐵𝐵 
dengan syarat diagonal utama matriks hermite 
𝐴𝐴 = 𝑛𝑛 dan diagonal utama  matriks hermite 𝐵𝐵 =
𝑚𝑚, dengan ketentuan tiap baris dan kolom kedua 
matriks hermite 𝐴𝐴 dan 𝐵𝐵 bernilai sama kecuali 
diagonal utama. 
Dua matriks berordo 2 x 2 yang digunakan 
dalam tulisan ini adalah 

𝐴𝐴 = � 2 1 + 𝑏𝑏
1 − 𝑏𝑏 2 � 

𝐵𝐵 = � 1 1 + 𝑏𝑏
1 − 𝑏𝑏 1 � 

Menunjukkan bahwa kedua matriks bersifat 
komutatif 
Kedua matriks memenuhi sifat komutatif 
sebagai berikut: 
𝐴𝐴𝐵𝐵 = � 2 1 + 𝑏𝑏

1 − 𝑏𝑏 2 � � 1 1 + 𝑏𝑏
1 − 𝑏𝑏 1 � = � 4 3 + 3𝑏𝑏

3 − 3𝑏𝑏 4 � 

𝐵𝐵𝐴𝐴 = � 1 1 + 𝑏𝑏
1 − 𝑏𝑏 1 � � 2 1 + 𝑏𝑏

1 − 𝑏𝑏 2 � = � 4 3 + 3𝑏𝑏
3 − 3𝑏𝑏 4 � 
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Penentuan basis ruang eigen matriks 

Setelah diperoleh nilai eigen 𝜆𝜆1 = 2 + √2 
dengan ruang eigen 𝒖𝒖𝟏𝟏 = �

−1−𝑖𝑖
√2
−1

� dan 𝜆𝜆2 = 2 − √2  

dengan ruang eigen 𝒖𝒖𝟐𝟐 = �
1+𝑖𝑖
√2
−1

�. 

Penormalisasian basis ruang eigen matriks 
Kedua basis tersebut dinormalkan dengan 
menggunakan proses Gram-Schmidt diperoleh 

𝒑𝒑1 = �
−1−𝑖𝑖
2
−1
√2

� dan 𝒑𝒑2 = �
1+𝑖𝑖
2
−1
√2

� sehingga terbentuk 

matriks 𝑷𝑷 = �
−1−𝑖𝑖
2
−1
√2

1+𝑖𝑖
2
−1
√2

�. 

Pendiagonalisasian matriks 
Dengan menggunakan matriks P ini, terlebih 
dahulu matriks 𝑃𝑃  yang telah dibentuk akan 
dikonversi menjadi 𝑃𝑃∗ dimana 𝑃𝑃∗ adalah 
konjugat transpose dari matriks. Kemudian kita 
mendiagonalisasi matriks A dan B secara 
simultan, dengan menggunakan persamaan 
𝐷𝐷1 = 𝑃𝑃∗𝐴𝐴𝑃𝑃 dan 𝐷𝐷2 = 𝑃𝑃∗𝐵𝐵𝑃𝑃 dimana diperoleh 

𝐷𝐷1 = 𝑃𝑃∗𝐴𝐴𝑃𝑃 = �2 + √2 0
0 2 − √2

� 

𝐷𝐷2 = 𝑃𝑃∗𝐵𝐵𝑃𝑃 = �1 + √2 0
0 1 − √2

� 

 

Diagonalisasi secara simultan pada dua 
matriks Hermite didapatkan dengan 
menggunakan persamaan 𝐷𝐷1 = 𝑃𝑃∗𝐴𝐴𝑃𝑃 dan 
𝐷𝐷2 = 𝑃𝑃∗𝐴𝐴𝑃𝑃 dimana 𝐷𝐷 adalah matriks 
diagonal. Sehingga jika diberikan matriks 𝐴𝐴 
dan  matriks 𝐵𝐵dengan menggunakan 𝑃𝑃∗dan 𝑃𝑃 
yang sama maka diagonalisasi yang 
diperoleh adalah sebagai berikut : 
Ordo 2 × 2  

𝐷𝐷1 = 𝑃𝑃∗𝐴𝐴𝑃𝑃 = �2 + √2 0
0 2 − √2

� 

𝐷𝐷2 = 𝑃𝑃∗𝐵𝐵𝑃𝑃 = �1 + √2 0
0 1 − √2

� 
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